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Представленные в статье материалы посвящены изучению влияния реги-
ональных особенностей, определяющих контекст социальной составляю-
щей получения среднего образования (в городе и сельской местности), 
на сформированность математических понятий у студентов. Авторы ста-
вили целью статьи показать степень сформированности математических 
понятий у студентов в зависимости от регионального аспекта. В пред-
ставленном в данной статье исследовании участвовали 96 первокурсни-
ков Института строительства Казанского государственного архитектур-
но-строительного университета. Отмечается, что проведенное исследо-
вание основывается на теории APOS (Действие-Процесс-Объект-Схема), 
которая позволяет поэтапно проследить процесс понимания, выявлять 
типичные ошибки и классифицировать их. Соответственно ее положе-
ниям был разработан опросник для анализа процесса формирования по-
нимания математических концепций у студентов. Эмпирическую основу 
составили данные письменного опроса, проведенного среди учащихся, с 
анализом количественных показателей на каждой из стадий APOS с уче-
том географического разнообразия. Проведена классификация ошибок 
как концептуальных и процессуальных, позволившая выявить различия 
между студентами в уровне их компетентности в соответствии со стадия-
ми теории APOS. В работе показана результативность и эффективность 
применения теории APOS к сравнительному анализу математических 
навыков городских и сельских студентов. Установлено, что статистиче-
ски значимых различий в процессуальных ошибках между городскими 
и сельскими студентами нет. Выявлено, что на стадии Схема имеются 
статистически значимые различия в усвоении математических понятий 
между студентами разных групп. Делается вывод о том, что поэтапный 
анализ когнитивного развития студентов имеет существенное значение 
для идентификации их потенциала и способствует разработке эффек-
тивных методик обучения.
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The materials presented in the article are devoted to studying the influence of 
regional characteristics, which define the context of the social component of 
secondary education (in urban and rural areas), on the formation of mathemati-
cal concepts among students. The authors aim to demonstrate the degree of 
formation of mathematical concepts among students depending on the region-
al aspect. The study presented in this article involved 96 first-year students 
from the Institute of Construction at Kazan State University of Architecture and 
Engineering. The research emphasizes that it is grounded in the APOS theory 
(Action-Process-Object-Schema), which allows for a step-by-step tracking 
of the understanding process, identifying typical errors and classifying them. 
According to its principles, a questionnaire was prepared to analyze the pro-
cess of understanding mathematical concepts among students. The empirical 
foundation was formed by the data from a written survey conducted among 
students, with quantitative indicators analyzed at each stage of APOS, con-
sidering geographical diversity. Errors were classified as conceptual and pro-
cedural, allowing for the recognition of differences in students’ competence 
levels according to the stages of the APOS theory. The work demonstrates 
the effectiveness of applying the APOS theory to a comparative analysis of 
the mathematical skills of urban and rural students. The research revealed no 
statistically significant differences in procedural errors between urban and rural 
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Введение

В современном мире математическое об-
разование играет ключевую роль в форми-
ровании критического мышления и аналити-
ческих навыков, необходимых для успешной 
адаптации к быстро меняющимся технологи-
ческим и социальным условиям.

Социальные, культурные, географиче-
ские, экономические условия, в которых про-
исходит становление учащегося, влияют на 
формирование мышления [13; 18]. Заметим, 
что, по данным Росстата, 75% студентов ву-
зов — это выходцы из городов, а 21% — вы-
ходцы из сел и поселков, что подчеркивает 
важность исследований, направленных на 
изучение особенностей в обучении город-
ских и сельских студентов. Исследования 
[13] показывают, что сельская молодежь в 
целом имеет более низкие образовательные 
стремления, чем их несельские сверстники. 
В связи с этим обратим внимание на резуль-
таты работы коллектива авторов, где пред-
ложена модель, учитывающая специфику и 
региональные риски по повышению качества 
образования в сельских школах Башкорто-
стана [3]. Р. Парсонс [19] один из первых, 
кто среди препятствий, возникающих среди 
сельской и несельской молодежи на пути по-
лучения образования, выявил несовпадение 

социальных и культурных контекстов. Разли-
чие, с одной стороны, состоит в социально-
экономическом статусе между сельскими и 
несельскими семьями [16], а с другой сторо-
ны, в профессиональных стремлениях сель-
ской и несельской молодежи [15].

В рамках исследования развития матема-
тических навыков студентов и определения 
факторов, влияющих на это, рассматрива-
лись структуры мышления, математическая 
тревожность [10], изучался фактор эмоцио-
нального опыта [18]. Важность упомянутых 
выше факторов, влияющих на развитие 
математических навыков студентов, под-
тверждается исследованиями многих ученых 
(см., например, [1; 5; 10]), в том числе иссле-
дованиями [8; 18] о влиянии этих факторов 
на понимание математики (хотя на феномен 
понимания в математике имеются различные 
точки зрения (см., например, работы [17; 22])). 
В последнее время наблюдается рост количе-
ства исследований в этой области, особенно 
среди зарубежных ученых (см., например, 
обзор [20], среди отечественных можно выде-
лить [2]). Для нашего исследования подходит 
теория APOS, которая выделяется акцентом 
на последовательном развитии понимания 
математических понятий через внутреннее 
конструирование и рефлексию. Эта теория 

students. The study established that at the Schema stage, statistically signifi-
cant differences in the mastery of mathematical concepts exist between stu-
dents from different groups. The article concludes that a step-by-step analysis 
of students’ cognitive development is crucial for identifying their potential and 
contributes to developing effective teaching methods.

Keywords: math; function; error classification; city; village; APOS theory; ac-
tion; process; object; scheme.
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была специально создана для изучения мен-
тальных структур в ходе обучения математи-
ке. Основанная на принципах конструктивиз-
ма и опирающаяся на работы Ж. Пиаже [5] 
теория APOS была создана Э. Дубинским [14] 
для анализа процесса структурирования ма-
тематических понятий и концепций в созна-
нии обучающегося. Ментальные конструкции, 
основанные на рефлексивной абстракции 
[14], в рамках теории APOS определены как 
Действие (Action), Процесс (Process), Объект 
(Object) и Схема (Schema). Арнон и другие 
исследователи [9] считают, что «APOS — это 
теория о том, как могут быть усвоены мате-
матические понятия». Подробное описание 
применения теории APOS в обучении мате-
матике представлено в обзорной статье [20].

Выбор темы исследования обусловлен 
тем, что проблемы, связанные с влиянием ре-
гиональных особенностей обучения молодежи 
на понимание математических понятий и кон-
цепций, мало изучены. Очевидно, что внеш-
ние факторы, указанные ранее, неявно влияют 
на стадии APOS, но в данной работе основное 
направление исследования — определение 
степени сформированности математических 
понятий у студентов через призму теории 
APOS в региональном аспекте. Проблема ис-
следования: влияние региональных особенно-
стей получения среднего образования (город 
и сельская местность) на сформированность 
математических понятий у студентов.

Целью представленного в данной статье 
исследования являлось определение сте-
пени сформированности математических 
понятий у студентов в контексте социально-
го и географического разнообразия через 
призму теории APOS. Предполагалось, что 
социально-географическое происхождение 
студентов и уровень их базовой математи-
ческой подготовки влияют на степень сфор-
мированности математических понятий, 
что выражается в количестве и характере 
концептуальных и процессуальных ошибок 
на каждой стадии теории APOS. Согласно 
этому работа построена на анализе ошибок 
студентов на различных этапах усвоения ма-
тематических понятий.

Для достижения указанной цели необхо-
димо решение следующих задач:

— установить, как студенты из разных 
географических (городские, сельские) и со-
циальных контекстов понимают и применяют 
основные математические понятия на каж-
дой стадии теории APOS;

— провести сравнительный анализ ча-
стоты и типов ошибок на стадиях APOS 
между студентами различных групп.

Методы

Как уже отмечалось выше, в исследова-
нии применялась теория APOS, разработан-
ная Э. Дубинским и его коллегами [9], в ка-
честве теоретического фундамента. Теория 
APOS (Action-Process-Object-Schema) явля-
ется модификацией идей Пиаже [5] о реф-
лективной абстракции, применяемой для 
анализа формирования ментальных струк-
тур учащихся, необходимых для освоения 
математики (см. подробнее [9]). Рефлектиру-
ющая абстракция акцентирует внимание на 
универсальных характеристиках действий, 
которые не связаны с конкретными матема-
тическими объектами, с которыми эти дей-
ствия выполняются [8].

В рамках APOS Действие определяется 
как манипуляция с уже существующим ма-
тематическим объектом, воспринимаемым 
учащимся как внешний. Действия основы-
ваются на правилах и алгоритмах, которые 
учащиеся многократно практикуют под руко-
водством преподавателя, и которые связаны 
с конкретными объектами. Когда Действие 
повторяется и учащийся реагирует на не-
го, оно может трансформироваться в Про-
цесс, переходя из внешнего во внутренний 
план. Осуществление этой стадии состоит в 
интериоризации действий в процедуры, по-
зволяющей обучающимся самостоятельно 
выполнять действия или обобщать действия 
в процессы, действительные для математи-
ческого объекта того же типа.

Когда контекст, в котором учащийся 
конструирует Процесс, меняется, он может 
ощутить необходимость в действиях над ним 
для понимания новых проблемных ситуаций. 
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В  этом случае учащийся должен восприни-
мать Процесс как целостный объект, как 
самостоятельную сущность. Если студент 
способен выполнять действия над Процес-
сом или представлять себе эти действия, то 
говорят, что Процесс инкапсулирован в Объ-
ект. В  контексте функций это означает, что 
студент может, например, определять интер-
валы возрастания и убывания функций. Дей-
ствия, Процессы, Объекты и другие, ранее 
созданные ментальные структуры, связанные 
с определенным математическим понятием, 
могут быть объединены в единую структуру, 
известную как Схема. Схема активируется в 
ответ на проблемную ситуацию, которую уча-
щийся воспринимает как проявление опреде-
ленного математического понятия.

В качестве основных методов в исследо-
вании использовались:

— системный подход для анализа науч-
но-педагогических публикаций по пробле-
матике исследования — для выявления и 
обобщения теоретических основ проблемы 
исследования;

— контент-анализ результатов, получен-
ных с помощью опроса — для анализа по-
нимания математических понятий согласно 
теории APOS;

— методы статистического анализа: кри-
терий Манна-Уитни, Шапиро-Уилка, Краске-
ла-Уоллиса.

Это исследование анализирует данные 
и ошибки студентов на различных этапах, 
предлагая способы их исправления.

Эмпирический этап исследования был 
проведен на базе Казанского государствен-
ного архитектурно-строительного универси-
тета. Исследование проводилось поэтапно.

1. Теоретический этап включал обоснова-
ние предпосылок исследования и создание 
анкеты для оценки готовности студентов к ос-
мыслению и определения этапов их понимания 
математических концепций по теории APOS.

2. На экспериментальном этапе был про-
веден опрос для выявления ошибок и уровня 
понимания математических понятий у каж-
дого студента и осуществлен анализ полу-
ченных результатов.

В опросе участвовало 96 студентов перво-
го курса, из которых 57 представительниц 
женского пола и 39 представителей мужского 
пола, обучающихся по направлению подго-
товки «Строительство» в Казанском государ-
ственном архитектурно-строительном универ-
ситете (КГАСУ). Возраст студентов, участво-
вавших в опросе, составлял 17—18 лет.

В исследовании использовался разрабо-
танный авторами опросник, составленный из 
типичных заданий ЕГЭ, размещенных на об-
разовательном портале для подготовки к эк-
заменам «Решу ЕГЭ» (https://ege.sdamgia.ru/), 
и включающий задания, адаптированные под 
теорию APOS, для оценки сформированности 
математических понятий (алгебраические 
выражения, функции, производные, решения 
уравнений и неравенств, графики функций) у 
студентов. Задания из ЕГЭ использовались 
на стадиях Действие и Процесс. Примеры 
заданий включают: Действие (решение 
простых уравнений), Процесс (нахождение 
наименьшего значения функции на отрезке, 
точки минимума функции), Объект (анализ 
свойств функций, нахождение производных), 
Схема (построение графиков функций, реше-
ние сложных систем уравнений). Кроме того, 
в опроснике содержались вопросы о балле 
ЕГЭ, названии населенного пункта, откуда 
приехали студенты, и учебного заведения 
общего образования, которое они окончили, 
о поле обучающегося.

Приведем элементы заданий опросника:
«Укажите населенный пункт, откуда при-

ехали, учебное заведение, которое там окон-
чили, балл, полученный по математике ЕГЭ, и 
свой пол, далее решите следующие примеры.

Часть 2 (Process)
1. Найдите наименьшее значение функ-

ции y = (8 – x)e9–x на отрезке [3; 10].
2. Найдите точку минимума функции

Здесь в качестве примера приведено за-
дание для части 2 (Процесс), и оно направле-
но на оценку способности студентов понимать 
и выполнять последовательные действия или 
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алгоритмы, что является ключевой характе-
ристикой стадии Процесс в теории APOS.

Результаты

В результате анализа полученных дан-
ных было решено систематизировать ин-
формацию по социальной составляющей, 
т.е. разбить населенные пункты на три ка-
тегории: г. Казань, другие города и поселки 
(села) в сельских районах страны. Кроме 
того, важной составляющей систематиза-
ции явился балл ЕГЭ, были выделены две 
категории: 40—64 баллов, 65—100 баллов, 
эти категории определяют базовый уровень 
знаний по математике. Выбор 65 баллов в 
качестве граничного значения обусловлен 
тем, что средний балл по математике для по-
ступивших в технические вузы Казани (КГА-
СУ, КГЭУ, КНИТУ) в 2023 году составляет 65 
баллов. В  результате получены следующие 
данные по контингенту, участвующему в 
опросе, представленные в таблице.

Анализируя данные, представленные в 
таблице, можно отметить, что две трети кон-
тингента, поступившего на первый курс, име-
ют балл ЕГЭ выше 65. Кроме того, из всех 
поступивших на первый курс 35,4% — это жи-
тели Казани, 42,7% приезжают из других го-
родов (малых городов) Татарстана и России, 
21,9% — сельские жители. Отметим также, 
соотношение студентов с баллами ЕГЭ выше 
65: из Казани только 19 из 64, что составляет 
29,7%, из других городов 28 из 64, соответ-
ственно 43,8% и оставшиеся 26,5% студентов 
из сельской местности. Таким образом, пре-
имущественное большинство первокурсни-
ков, имеющих высокие баллы по ЕГЭ — это 
представители других городов. Если рассма-
тривать процентное соотношение первокурс-

ников из каждой категории, т.е. Казань, дру-
гие города, села, имеющих баллы выше 65, и 
тех, кто имеет ниже 65 баллов, то получается 
следующая ситуация. Среди поступивших 
из Казани 55,8% имеют баллы большие 65, 
следовательно, 44,2% — ниже 65, других го-
родов — это распределение 69,2% на 30,8%, 
а из сел — 80,9% на 19,1%.

В этом исследовании, следуя работам 
[20], ошибки классифицируются как концеп-
туальные и процессуальные, хотя существу-
ют и другие методы классификации ошибок 
[4]. Концептуальные ошибки указывают на 
непонимание сущности задачи, неспособ-
ность уловить связи внутри задачи и между 
различными понятиями. Процессуальные 
ошибки возникают из-за неправильного вы-
полнения операций или алгоритмов, демон-
стрируя трудности учащихся с корректным 
выполнением технических, формальных пре-
образований, даже при понимании основных 
концепций. Такой подход к анализу ошибок 
через призму теории APOS, особенно при 
изучении темы «Дифференцирование», как 
было показано в исследовании [21], оказал-
ся весьма продуктивным. Концептуальные и 
процессуальные ошибки диагностируются: 
анкетным методом с заданиями, соответ-
ствующими стадиям теории APOS, путем 
анализа ответов для выявления ошибок, а 
также проверкой и оценкой ответов вручную. 
Результаты теста Шапиро-Уилка для про-
верки данных Казани, села, других городов 
показали, что эти данные не соответствуют 
нормальному распределению. Тест Краске-
ла-Уоллиса для каждой стадии (Действие, 
Процесс, Объект, Схема) показал, что в 
случае процессуальных ошибок статистиче-
ски значимых различий в 3 группах нет, а в 

Таблица
Количественный и качественный состав участников опроса

Баллы/ 
населенные пункты

Казань (чел.) Другие города (чел.) Поселки (села) (чел.) Всего (чел.)

40—64 15 13 4 32

65—100 19 28 17 64

Всего (чел) 34 41 21 96
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случае концептуальных ошибок на стадии 
Схема обнаружены статистически значи-
мые различия (p-значение равно 0,001, что 
значительно превышает уровень значимости 
0,05). Далее проводилось попарное сравне-
ние по критерию Манна-Уитни.

Приведем результаты анализа соверша-
емых студентами процессуальных ошибок 
(см. рис. 1).

К распространенным процессуальным 
ошибкам относятся некорректное исполь-
зование скобок и подстановок, арифмети-
ческие ошибки, неумение отделить лишние 
корни. Выпускники сельских школ на всех 
стадиях совершают меньше ошибок, чем 

другие студенты. На стадии Процесс совер-
шается больше всего процессуальных оши-
бок всеми группами обучающихся. Анализ 
на основе критерия Манна-Уитни показал, 
что различия в числе процессуальных оши-
бок между двумя различными местоположе-
ниями не являются статистически значимы-
ми на уровне значимости 0,05.

Сравнение концептуальных ошибок было 
проведено на стадиях Object и Schema, так 
как именно они характеризуют формирование 
целостных понятий и концепций у студентов.

Приведем графическое представление 
(рис. 2) для анализа концептуальных ошибок 
на стадии Оbject с помощью Boxplot [12].

Рис. 1. Диаграмма распределения процессуальных ошибок по стадиям APOS для студентов из 
Казани, сельской местности и других городов: на вертикальной оси отмечены деления (от 0 до 60), 

соответствующие числу процессуальных ошибок

Рис. 2. Графическое представление концептуальных ошибок на стадии Оbject
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Boxplot представляет собой графическое 
отображение пяти числовых характеристик 
данных: минимума, первого квартиля (Q1), 
медианы, третьего квартиля (Q3) и максиму-
ма, а также выбросов.

Проведенный статистический анализ 
на стадии Object показал, что p-значение 
для села и Казани — p=0,6496, села и дру-
гих городов — p=0,5804, Казани и других 
городов  — p=0,35133. Во всех сравнениях 
p-значения выше 0,05, что указывает на от-
сутствие статистически значимых различий 
в числе концептуальных ошибок между сту-
дентами из села, Казани и других городов на 
стадии Object. Медианные значения: село и 
другие города — 3,0, Казань — 4,0.

Анализ концептуальных ошибок на 
стадии Schema выявил статистически зна-
чимые различия между Казанью и селом 
(p=0,0035), а также между Казанью и дру-
гими городами (p=0,0007). Между селом и 
другими городами значимых различий не 
найдено (p=0,7254).

Для наглядного отображения различий 
между группами села, Казани и других городов 
приведем график Boxplot (рис. 3) распределе-
ния числа концептуальных ошибок для каждой 
группы на стадии Schema и добавим на нем ме-
дианные значения (отмечены желтым цветом).

На представленном Boxplot видно, что в 
Казани медианное значение концептуальных 
ошибок (7,0) выше, чем в селе и других горо-
дах (обе 4,0), с большим разбросом ошибок. 
Распределения в селе и других городах схо-
жи, с меньшим разбросом. Медиана равна 7, 
потому что в точке, делящей половину дан-
ных, значение равно 7. Q3 равен 7, так как 
75% данных приходятся на значения, кото-
рые равны или меньше 7, и поскольку вокруг 
этой позиции все значения равны 7. Таким 
образом, хотя не все 34 студента делают 
ровно 7 ошибок, достаточное количество 
студентов (22 из 34) делают ровно 7 ошибок.

Результаты теста Манна-Уитни под-
тверждают статистически значимые разли-
чия между Казанью и другими группами, в то 
время как между селом и другими городами 
различий нет.

Для иллюстрации приведем примеры ти-
пичных процессуальных и концептуальных 
ошибок.

На рис. 4 видно, что решение не приве-
дено. По заданию требовалось в заданную 
функцию h(x) подставить в качестве аргу-
ментов (3+x) и (3-x), затем упростить полу-
чившееся выражение. Очевидно, что налицо 
концептуальная ошибка, т.к. студент не по-
нял постановку задачи.

Рис. 3. Графическое представление концептуальных ошибок на стадии Schema
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Следующий пример (рис. 5) связан с 
этим же заданием, но в нем уже имеет место 
процессуальная ошибка в виде описки.

Была совершена опечатка во время прове-
дения подстановки, так, в третьей строчке во 
втором слагаемом ошибочно под корнем вме-
сто числа 3 написано «х», т.е. под корнем на-
писано «x+x-6», а надо было написать «x+3-6».

Дополнительно сообщаем, что данные, 
на основании которых проводились эти ис-
следования, представлены в статье [7].

Обсуждение

Как замечено в работе [17], поэтапное ис-
следование познавательного процесса дает 
возможность осознать отношение между ма-
тематической деятельностью и математиче-
ским мышлением. Научная новизна организо-
ванного и проведенного нами исследования 
состоит в определении влияния социальной 
составляющей на сформированность матема-
тических понятий у студентов. Стадии APOS 
как фреймворк помогают выявить «пустоты» 
в образовании и потенциал студента. Вместе 
с тем следует заметить, что в исследовании 

в явной форме не учитывались качество пре-
подавания, социально-экономический статус, 
психологические особенности и предыдущий 
образовательный опыт студентов.

Анализ ответов студентов показывает, что 
большинство из них в освоении дифферен-
циального исчисления находятся на стадии 
«Действие», что подтверждает слабость кри-
тического мышления [11]. Эксперименты вы-
явили, что процессуальные ошибки связаны с 
недостаточным знанием школьного материа-
ла по функциям, элементарным алгебраиче-
ским преобразованиям и связи между мате-
матическим символом и его визуализацией, 
что соответствует выводам из работы [6].

Данные, полученные в работе, показы-
вают, что сельские и иногородние студенты 
демонстрируют лучшие результаты по срав-
нению с выпускниками Казани, особенно на 
сложных стадиях APOS. Большое число кон-
цептуальных ошибок казанских студентов на 
стадии Схема связано с тем, что они хуже 
справлялись с исследованием графиков 
функций, а также с решением иррациональ-
ного уравнения.

Рис. 4. Пример концептуальной ошибки в работе студента

Рис. 5. Пример процессуальной ошибки в работе студента
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Студенты, набравшие более 65 баллов 
по ЕГЭ, показали лучшие результаты на всех 
стадиях APOS по сравнению с теми, кто на-
брал менее 65 баллов. Это подтверждает 
значимость баллов ЕГЭ как индикатора ба-
зовых знаний по математике.

Заключение

Теоретические и экспериментальные ре-
зультаты, полученные в данном исследова-
нии, позволяют сделать некоторые выводы.

1. Использование теории APOS для ана-
лиза различий между городскими и сельски-
ми студентами позволяет выявить препят-
ствия в изучении математики и разрабаты-
вать стратегии обучения, соответствующие 
их образовательному опыту. Это включает 
адаптацию учебных материалов и методов, а 
также создание поддерживающих программ, 
способствующих развитию критически важ-
ных стадий в процессе обучения, определен-
ных в рамках теории APOS.

2. Ошибки, совершаемые студентами 
в ходе обучения, носят концептуальный и 
процессуальный характер. Различия в про-
цессуальных ошибках между группами 

студентов на стадиях Действие и Процесс 
статистически не значимы, то есть могут 
быть случайными. Концептуальные ошибки 
совершаются, как правило, на стадиях Объ-
ект и Схема, что указывает на сложности в 
глубоком понимании математических поня-
тий у большей части студентов. На стадии 
Схема между группами Казани и села, а 
также между Казанью и другими городами 
имеются статистически значимые различия.

3. Практическая значимость этого ис-
следования заключается в возможности мо-
ниторинга успеваемости студентов, оценке 
их понимания математических концепций и 
организации групповых дискуссий, которые 
помогают трансформировать отдельные 
действия в последовательный процесс.

Перспективы дальнейших исследований 
включают изучение эффективности педа-
гогических интервенций и технологий для 
уменьшения концептуальных и процессу-
альных ошибок на разных стадиях APOS, 
влияние современных технологий и иннова-
ционных методов обучения на формирова-
ние математических понятий у студентов, а 
также кросс-культурные исследования.
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