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ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ
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Синтез H-inf регуляторов  
на конечном промежутке времени
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г. Москва, Российская Федерация 
e-mail: ayakovleva982@gmail.com

В статье рассматривается проблема нахождения H∞ − регуляторов в задаче 
управления по выходу. Сформулированы и доказаны достаточные условия, при 
которых может быть синтезировано H∞ − управление на конечном промежутке 
времени функционирования динамической системы. Предложены два 
приближенных подхода к формированию и исследованию качества замкнутых 
систем в условиях неполной информации о векторе состояния.

Ключевые слова: линейный регулятор, H∞ – управление, управление с обратной 
связью, стабилизация самолета, алгоритмическое обеспечение, программное 
обеспечение, конечное время функционирования.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи и методы нахождения H∞ − управления стали уже классическими [1–8]. 
Однако решение проблемы синтеза регуляторов в условиях неполной информации  
о состоянии до сих пор вызывает трудности. В статье при помощи методики, описан-
ной в [1, 3, 5–7], сформулированы и доказаны достаточные условия H∞ − управле-
ния, качество которого зависит от поведения вектора выхода модели измерительной 
системы. Найдены законы управления моделью объекта и внешним воздействием  
с обратной связью по полному вектору состояния. Поскольку он в общем случае яв-
ляется информация обо всех координатах вектора состояния является недоступной, 
предлагаются два приближенных подхода. Первый связан с нахождением псевдоре-
шения линейной модели измерительной системы и его использованием в управлении, 
второй – с синтезом наблюдателя состояния, вырабатывающего оценку вектора со-
стояния, и использованием оценки в управлении. Приведен пример решения задачи 
стабилизации самолета, иллюстрирующий эффективность предложенных подходов. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Заданы математическая модель объекта управления

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t A t x t B t w t B t u t= + +  (0) 0,x = 	 (1)
и модель измерительной системы 

( ) ( ) ( ),y t C t x t= 			  (2)

где nx R∈ − вектор состояния, qu R∈ −  вектор управления, pw R∈ −  вектор возму-
щений, my R∈ −  вектор выхода (вектор измерений), [ ]10,t T t∈ = −  время, 1t −  за-
данное положительное число. Заданы непрерывные матрицы ( )A t , ( )1B t , ( )2B t , 
( )C t  размеров ( ) ( ) ( ) ( ), , ,n n n p n q m n× × × ×  соответственно.
Предполагается, что 

а)	 ( ) [ )2. 0,w L ∞∈ , ( ) [ )2. 0,u L ∞∈ ,
б)	 ( ),   rg     m n C t m t T≤ = ∀ ∈ ;
в)	 система полностью управляемая и наблюдаемая:  

1
2 2rg( ... )nB AB A B n− = , 1rg( ...( ) )T T T T n TC A C A C n− = .

Обозначим ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
( )T Tz t y t S t y t u t Q t u t= + − характеристику текуще-

го поведения системы, где ( )Q t −  положительно определенная симметрическая 
матрица, ( )S t −  неотрицательно определенная симметрическая матрица; а также 

( ) ( )2
1 1 1( )Ë  TF t x t x t= −  характеристику конечного состояния системы, где Ë −  

симметрическая неотрицательно определенная матрица размеров ( )n n× .
Требуется обеспечить (если это возможно) выполнение неравенства

(t1) Λ Λ
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1 1

1 1

1

1

2 2
1 1 1

0 0

2 2

0 0

1 1
20

0

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
,

( ) ( )

t t
T T T

t t

t
T T T T

t
T

z t dt F t y t S t y t u t Q t u t dt x t x t

w t dt w t dt

x t C t S t C t x t u t Q t u t dt x t x t

w t w t dt
γ

+ + + Λ
= =

+ + Λ
= ≤

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
       

(3)

где 0γ > −  заданное неотрицательное число, при одновременном обеспечении устой-
чивости замкнутой системы. При этом желательно найти минимальное значение * y ,  
при котором указанные свойства еще справедливы, чего можно добиться, минимизи-
руя значение числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя.

Иными словами, функционал качества должен удовлетворять условию

	

которое будет выполняться при минимизации затрат на управление при наихудшем 
влиянии возмущений.

3. СИНТЕЗ ∞ −H  РЕГУЛЯТОРОВ

Пусть имеется функция ( ) 1,1,V t x C∈ . Составим конструкции

           

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

2

, ,
, , ,

( )  ,

T

T T T T

V t x V t x
R t x u w A t x B t w B t u

t x

x C t S t C t x u Q t u w wγ

∂ ∂ 
= + + + +     ∂ ∂ 

+ + −
	 (4)

( ) ( )1 1, ,Ë  TG t x V t x x x= − ,

где 
( ) ( ) ( )

1

, , ,
, ...,

T

n

V t x V t x V t x
x x x

∂ ∂ ∂ 
=   ∂ ∂ ∂ 

.

Теорема. Если существует функция ( ) 1,1,V t x C∈ , удовлетворяющая условию 
( ), 0 0V t =  и 

Λ, x
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( ) ( )( ) ( ), , * , * min max , , 0

u w
R t x u x w x R x u w= =  nx R∀ ∈ , t T∀ ∈ ,	 (5)

( )1 , 0G t x =  nx R∀ ∈ ,

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2

,1* ,
2

T TV t x
u t x Q t B t Q t B t K t x

x
− −∂

= − = −
∂

,

		    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 22 2

,1 1* ,
2

T TV t x
w t x B t B t K t x

xγ γ
∂

= =
∂

,	 (6)

а матрица ( )2 0K t ≥  удовлетворяет уравнению Риккати

1
2 2 2 2 2 2 1 1 22

1   0T T T TK K A A K K B Q B B B K C SC
γ

− 
+ + − − + = 

 
 , ( )2 1 ËK t = ,        (7)

то неравенство (3) справедливо.
Доказательство. Пусть выполняются условия утверждения. Найдем 

( )min max , , ,
u w

R t x u w . с помощью необходимых условий экстремума: 

( ) ( ) ( ) ( )2

, , , ,
2 0TR t x u w V t x

B t Q t u
u x

∂ ∂
= − =

∂ ∂
,

отсюда ( ) ( ) ( ) ( )1
2

,1* ,
2

T V t x
u t x Q t B t

x
− ∂

= −
∂

,

2
1

( , , , ) ( , )( ) 2 0TR t x u w V t xB t w
w x

γ
∂ ∂

= − =
∂ ∂

,

отсюда ( ) ( ) ( )
12

,1* ,
2

T V t x
w t x B t

xγ
∂

=
∂

.

Здесь ( ) ( )* , , * ,u t x w t x −  структуры управления объектом и возмущением (внеш-
ним воздействием).

Достаточные условия безусловного минимума по u  выполняются, посколь-

ку 
( ) ( )

2 , , ,
2 0T

R t x u w
Q t

u u
∂

= >
∂ ∂

 и максимума по w  также выполняются, так как

( )2
2, , ,

2 0T

R t x u w
w w

γ
∂

= − <
∂ ∂

.

Тогда 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2, , , , , * , , * , [ * , ]  * ,

 [ * , ]  * , .

T

T

R t x u w R t x u t x w t x w w t x w w t x

u u t x Q u u t x

γ= − − − +  

+ − −  
Отсюда 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , * , , , , , * , , * , , , , , * ,R t x u t x w t x R t x u t x w t x R t x u t x w t x≤ ≤ ,   (8)

Λ
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т.е. имеется седловая точка.
Пусть имеющаяся функция ( ) 1,1,V t x C∈  удовлетворяет условию ( )0, 0 0V =  и

( ) ( )( ), * , , * , 0R x u t x w t x = . 
Так как система полностью управляемая и наблюдаемая, то для любых 

( ) [ )2. 0,u L∈ ∞ , ( ) [ )2. 0,w L∈ ∞  то имеем ( ) [ )2. 0,y L∈ ∞ .
Вдоль траекторий динамической системы справедливо

2 22
1 2

2 22

0

2

( , ( )) ( , ( )) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( , ( )) ( ) ( ) ( , , *( , ( )), *( , ( )))

[ ( ) *( , ( ))] [ ( ) *( , ( ))] [ ( ) *( , )

T

T

V t x t V t x t A t x t B t w t B t u t z t w t
t x

dV t x t z t w t R t x u t x t w t x t
dt

w t w t x t w t w t x t u t u t x

γ

γ

γ

∂ ∂ + + + + − = ∂ ∂ 

= + − = −

− − − + −



] ( )[ *( , ( ))].T Q t u u t x t−
Рассмотрим левую часть неравенства (8), а именно

( ) ( )( )
0

( , , *( , ( )),, , * , *( , ), , ( ))R t x u t x tR t x u t x w w t x tt x ≤


, т.е. при ( )*u u x= :

( )( )
( ) ( )2 22

,
 0

dV t x t
z t w t

dt
γ+ − ≤ .

Проинтегрируем левую и правую части по времени от 0 до 1t :

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

2 22
1 1

0 0

, 0, 0 0
t t

V t x t V x z t dt w tγ− + − ≤∫ ∫ .

Так как  . Так как

( )0 0,x = то ( )( ) ( )0, 0 0, 0 0V x V= = . Отсюда следует, что

( ) ( ) ( )
1 1

2 22
1 1

0 0

( )Ë   
t t

Tz t dt x t x t w t dtγ+ ≤∫ ∫ .

Поэтому условие (3) справедливо.
Пусть ( ) ( )2, TV t x x K t x= , где ( )2K t −  симметрическая положительно опреде-

ленная матрица. Тогда 
( ) ( )2

,
2

V t x
K t x

x
∂

=
∂

 и 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2

,1* ,
2

T TV t x
u t x Q t B t Q t B t K t x

x
− −∂

= − = −
∂

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 22 2

,1 1* ,
2

T TV t x
w t x B t B t K t x

xγ γ
∂

= =
∂

.

Запишем условие ( ) ( )( ), , * , , * , 0R t x u t x w t x =  (для сокращения записи опустим 
аргумент t ):

2 22
1 2

2 22

0

2

( , ( )) ( , ( )) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( , ( )) ( ) ( ) ( , , *( , ( )), *( , ( )))

[ ( ) *( , ( ))] [ ( ) *( , ( ))] [ ( ) *( , )

T

T

V t x t V t x t A t x t B t w t B t u t z t w t
t x

dV t x t z t w t R t x u t x t w t x t
dt

w t w t x t w t w t x t u t u t x

γ

γ

γ

∂ ∂ + + + + − = ∂ ∂ 

= + − = −

− − − + −



] ( )[ *( , ( ))].T Q t u u t x t−

2 22
1 2

2 22

0

2

( , ( )) ( , ( )) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( , ( )) ( ) ( ) ( , , *( , ( )), *( , ( )))

[ ( ) *( , ( ))] [ ( ) *( , ( ))] [ ( ) *( , )

T

T

V t x t V t x t A t x t B t w t B t u t z t w t
t x

dV t x t z t w t R t x u t x t w t x t
dt

w t w t x t w t w t x t u t u t x

γ

γ

γ

∂ ∂ + + + + − = ∂ ∂ 

= + − = −

− − − + −



] ( )[ *( , ( ))].T Q t u u t x t−

Λ(t1



Пантелеев А.В., Яковлева А.А.
Синтез H-inf регуляторов на конечном промежутке времени 
Моделирование и анализ данных. 2021. Том 11. № 1.

10

1
2 2 2 1 1 2 2 2 2 22

1
2 2 2 2 2 1 1 22

1 12 2 2 2 2
22

1 0,

T T T T T T T

T T T T

K x K Ax x K B B K x x K B Q B K x x C SCx

x K B Q B K x x K B B K x

γ

γ

−

−

+ + − + +

+ − =



или 

              

1
2 2 2 1 1 2 2 2 2 22

12   0T T T Tx K K A K B B K K B Q B K C SC x
γ

− 
+ + − + = 

 
 .	 (9)

Условие  имеет вид 

			              ( )2 1 Ë  0Tx K t x− =   .	 (10)

Применяя в (9), (10) условие [ ]. [.] 0T+ = , получаем

1
2 2 2 2 2 2 1 1 22

1   0T T T TK K A A K K B Q B B B K C SC
γ

− 
+ + − − + = 

 
 , ( )2 1 ËK t = .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2

,1* ,
2

T TV t x
u t x Q t B t Q t B t K t x

x
− −∂

= − = −
∂

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 22 2

,1 1* ,
2

T TV t x
w t x B t B t K t x

xγ γ
∂

= =
∂

.

Доказательство закончено.
Замечание. Если энергия возмущений, действующих на систему, ограничена, то

( )
1

2

0

1
t

w t dt ≤∫ , то ( ) ( )
( )

1

1

2 2
1 1

0

( )Ë  .
t

T

F t

z t dt x t x t γ+ ≤∫


.

4. СИНТЕЗ ∞ −H РЕГУЛЯТОРОВ ПО ВЫХОДУ

Если m n=  и матрица ( )C t  невырожденная t T∀ ∈ , то вектор состояния нахо-
дится по вектору выхода непосредственно: ( )1x C t y−= . Тогда управление по выходу

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2* ,  Tu t y Q t B t K t C t y− −= − .

Если ( ),  rg m n C t m≤ =  t T∀ ∈ , можно применить два подхода. Первый связан  
с нахождением псевдорешения x  системы ( )y C t x=  и его использованием в управ-
лении, второй – с синтезом наблюдателя состояния, вырабатывающего оценку x̂  век-
тора состояния, и использованием оценки в управлении.

Первый подход. Найти псевдорешение системы ( )y C t x=  при помощи псевдо-
обратной матрицы ( ) ( ) ( ) ( )~1 1[ ]T TC t C t C t C t −= :

( )~1x C t y= ,

Λ(t1

Λ

Λ
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т.е. наименьший по модулю столбец x  среди всех столбцов x , минимизирующих 
величину ( )C t xó − , где модуль столбца 2 2

1 ... nx x x= + + . Тогда управление по 
выходу имеет вид

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2* , * ,  [ ]T T Tu t y u t x Q t B t K t C t C t C t y− −= = − .	 (9)

Второй подход. Синтезировать асимптотический наблюдатель полного порядка

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *
1 2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ,   0dx A t x t B t w t B t u t K t y t C t x t x x
dt

= + + + − =   , (10)

где ( )K t −  матрица коэффициентов усиления наблюдателя размеров ( )n m× ,  
*
0x −  столбец, содержащий априорную информацию о начальном состоянии. Матри-

ца ( )K t  подбирается из условий, обеспечивающих асимптотическое стремление по-
грешности ( ) ( ) ( )ˆt x t x tε = −  к нулю. Тогда управление имеет вид 

                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 2 2* , * , ˆ ˆt Tu t y u t x Q t B t K t x−= = − ,	 (11)

где ( ){ }0 , 0ty y tτ τ= ≤ ≤ −  накапливаемая информация о результатах измерения.

5. АЛГОРИТМ АНАЛИЗА КАЧЕСТВА 
∞ −H РЕГУЛЯТОРОВ ПО ВЫХОДУ

1. 	 Задать параметр 0γ > . Найти решение уравнения Риккати

1
2 2 2 2 2 2 1 1 22

1   0T T T TK K A A K K B Q B B B K C SC
γ

− 
+ + − − + = 

 
 , ( )2 1 ËK t = ,

при фиксированном γ , удовлетворяющее условиям 2 0K ≥ . 
Последовательно уменьшая γ , найти минимальное значение *γ , при котором все 
условия остаются справедливыми.

2.	 Найти управление объектом вида (9) или (11) и закон изменения возмущающего
воздействия ( ) ( ) ( )1 22

1* , Tw t x B t K t x
γ

= .

3. 	 Нахождение управления по выходу и моделирование уравнений замкнутой системы.
1 вариант (управление системой с произвольными возмущениями)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,x A t x t B t w t B t u t= + +  ( )0 0,x =  ( ) ( ) ( ) ,y t C t x t=

первый подход:
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2* ,  [ ]T T Tu t u t y t Q t B t K t C t C t C t y t− −= = − ;
второй подход: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 2ˆ ˆ* , Tu t u t x t Q t B t K t x t−= = − ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *
1 2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ,   0dx A t x t B t w t B t u t K t y t C t x t x x
dt

= + + + − =   ;

при произвольных ограниченных возмущениях ( )w t , удовлетворяющих условию 

( )
1

2

0

1
t

w t dt ≤∫ .

С y

Λ
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2 вариант (управление системой с наихудшими возмущениями для каждой реа-
лизации)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,x A t x t B t w t B t u t= + +  ( )0 0,x =  ( ) ( ) ( ) ,y t C t x t=

первый подход: 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2* ,  [ ]T T Tu t u t y t Q t B t K t C t C t C t y t− −= = − ;
второй подход: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 2ˆ ˆ* , Tu t u t x t Q t B t K t x t−= = − ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *
1 2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ,   0dx A t x t B t w t B t u t K t y t C t x t x x
dt

= + + + − =   ;

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 22

1* , Tw t w t x t B t K t x t
γ

= = .

Пример
Рассмотрим в качестве примера задачу стабилизации самолёта F-16, 5n = , 1q = ,  
1m = , 1r = . Тогда математическая модель объекта описывается следующими ма-

трицами, используемыми в уравнении (1):

1, 01887 0, 90506 0, 00215 0 0
0,82225 1, 07741 0,17555 0 0

0 0 20, 2 0 0
10 0 0 10 0

16, 26 0, 9788 0, 4852 0 0

A

− − 
 − − 
 = −
 

− 
 − − 

,

0
0

20, 2
0
0

B

 
 
 
 =
 
 
 
 

,

0
0
1
0
0

D

 
 
 
 =
 
 
 
 

.

Матрица уравнения измерительной системы (2) имеет вид:
0 0 0 57, 2958 0
0 57, 2958 0 0 0

16, 26 0, 9788 0, 4852 0 0
0 0 0 0 1

C

 
 
 =
 − −
 
 

.

Вектор состояния 1 5( , , )Tx x x=  , где 1x  - угол атаки, 2x  - угловая скорость из-
менения угла тангажа, 3x  - угол поворота привода, 4x  - пропущенное через фильтр 
значение измеренного угла атаки, 5x  - ошибка отработки входного сигнала. 

Матрицы Q  и S  в (3) подбираются таким образом, чтобы обеспечивать кор-
ректный расчет управления с обратной связью. Подобранные матрицы представлены 
в табл. 1.
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Таблица 1
Параметры моделирования

Начальные условия (0)Tx (0,1;1; 0, 05; 0,1; 0, 01)

S

0, 001 0 0 0
0 0, 018 0, 0001349 0
0 0, 0001349 0, 997 0
0 0 0 100

 
 − 
 −
 
 

Q 0, 0001

1[0; ]T t= [0;10]

Внешние возмущения
0, 0èëè

( )
1, 0 , 1

w

w w

t t t
w t

t t t
< >

=  ≤ ≤ =

Также важно выбрать минимальное значение параметра γ , которое удовлетворя-
ет (3) и при этом гарантирует выполнение свойства асимптотической устойчивости 
замкнутой системы. 

Результаты решения с разными значениями параметров представлены в табл. 2, 
где σ −  спектр матрицы. Как видно из табл. 2, параметр 0.03γ =  является подхо-
дящим значением параметра .γ  Для каждого рассмотренного случая выполняется 
условие 2 0K ≥ .

Таблица 2
Результаты при разных значениях параметра γ

γ
2( )Kσ 1

1 1 2 2 22

1( [ ] )T TA B B B Q B Kσ
γ

−+ −

0,1

0, 0060
0, 3276
21,8337
31,8139

148, 5508

 
 
 
 
 
 
 
 

-46,8213
-1,2618 + 2,0651i
-1,2618 - 2,0651i

-9,6591
-10,0023

 
 
 
 
 
 
 
 

0, 05

0,0062
0,3276
21,9850
32,2481

151,5567

 
 
 
 
 
 
 
 

-45,3037
-1,2613 + 2,0645i
-1,2613 - 2,0645i

-9,6064
-10,0019

 
 
 
 
 
 
 
 

или0,
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γ
2( )Kσ 1

1 1 2 2 22

1( [ ] )T TA B B B Q B Kσ
γ

−+ −

0, 04

0,0062
0,3276
22,1066
32,6181

154,1427

 
 
 
 
 
 
 
 

-44,1324
-1,2608 + 2,0639i
-1,2608 - 2,0639i

-9,5613
-10,0017

 
 
 
 
 
 
 
 

0, 03

0,0065
0,3276
22,3977
33,5860

161,0255

 
 
 
 
 
 
 
 

-41,4937
-1,2594 + 2,0624i
-1,2594 - 2,0624i

-9,4429
-10,0013

 
 
 
 
 
 
 
 

0, 02

0,0074
0,3277
23,5853
38,9587
203,1142

 
 
 
 
 
 
 
 

-32,8905
-1,2514 + 2,0528i
-1,2514 - 2,0528i

-8,7809
-10,0006

 
 
 
 
 
 
 
 

Рассмотрим первый подход, который связан с нахождением псевдорешения ли-
нейной модели измерительной системы и его использованием в управлении. На рис. 1  
представлены результаты запуска для системы с произвольными внешними возму-

щениями, которые удовлетворяют условию 
1

2

0

( ) 1
t

w t dt ≤∫ . 

а) б)
Рис.1. Первый подход, произвольные возмущения а – изменение угла атаки,  

б – изменение угловой скорости изменения угла тангажа
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На рис. 2 можно наблюдать результат запуска для второго варианта, когда на систе-

му воздействуют наихудшие внешние возмущения: 1 22

1( ) *( ( )) ( )Tw t w x t B K x t
γ

= = .

а) б)
Рис. 2. Первый подход, наихудшие возмущения а – изменение угла атаки,  

б – изменение угловой скорости изменения угла тангажа

Аналогичные графики переходных процессов приведены на рис. 3–4 для вто-
рого подхода, который состоит в синтезе наблюдателя состояния, вырабатываю- 
щего оценку вектора состояния, и последующем использовании полученной оценки  
в управлении.

а) б)
Рис. 3. Второй подход, произвольные возмущения а – изменение угла атаки,  

б – изменение угловой скорости изменения угла тангажа
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а) б)
Рис.4. Второй подход, наихудшие возмущенияа – изменение угла атаки,  

б – изменение угловой скорости изменения угла тангажа

Для произведения вычислений и моделирования использовалась математиче-
ская среда MATLAB. На основании рис. 1–4 можно сделать вывод, что оба подхода 
порождают в целом сравнимые результаты. Каждый из предложенных подходов и 
вариантов с различными внешними возмущениями обеспечивает асимптотическую 
устойчивость системы и желаемое качество переходных процессов. Отсюда можно 
сделать вывод, что каждый из подходов можно использовать при решении приклад-
ных задач. Результаты моделирования свидетельствуют о том, что матрицы в крите-
рии качества S , Q  и параметр γ  были правильно подобраны. Однако, достаточно 
большое время, необходимое для достижения переходными процессами нулевых 
значений, указывает на необходимость детального исследования влияния параме-
тров на свойства полученной замкнутой системы.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате выполнения данной работы сформулированы и доказаны достаточ-
ные условия H∞ − управления на конечном промежутке времени, предложены два 
приближенных подхода нахождения законов управления в условиях неполной ин-
формации о векторе состояния, обеспечиваемой измерительной системой. Предло-
женные подходы были проверены на модельном примере стабилизации самолета.  
На основании полученных результатов можно сделать вывод, что предложенный ал-
горитм синтеза линейного H∞ − регулятора обеспечивает желаемое качество пере-
ходных процессов и асимптотическую устойчивость замкнутых систем для каждого 
из подходов. Полученное управление позволяет парировать влияние внешних воз-
действий на систему, что было проверено на примере ограниченных произвольных и 
наихудших возмущений. Предложенные методы могут быть применены к различным 
задачам управления, например, при проектировании автопилотов или систем автома-
тической навигации летательных аппаратов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача быстродействия известна достаточно давно как задача оптимального управ-
ления с естественным функционалом качества – времени, затрачиваемого системой 
на достижение некоторого заданного терминального состояния [10–12]. При рассмо-
трении систем с непрерывным временем данная задача не обладает какими-либо су-
щественными особенностями, выделяющими ее из общей проблематики задач теории 
оптимального управления. Решение полученное на основе принципа максимума Пон-
трягина [10] гарантирует релейный характер управления для линейных систем.

В то же время системы с дискретным временем имеют ряд фундаментальных от-
личий от непрерывных систем при построении оптимального управления [13–15]. 
В то время как в непрерывном случае оптимизационная задача является задачей ва-
риационного исчисления, в дискретном времени она представляет собой задачу вы-
пуклого программирования. Данный факт определяет принципиально иной набор 
средств для построения оптимальных процессов в дискретном случае. Но не смотря 
на то, что посредством дискретного принципа максимума [15, 16] и метода динами-
ческого программирования [17] удается решить большую часть задач теории опти-
мального управления дискретными системами, для решения задачи быстродействия 
они оказываются неприменимыми в силу нерегулярности экстремума почти для всех 
начальных состояний, неединственности оптимальной траектории и дискретного ха-
рактера критерия качества управления – числа шагов необходимого для достижения 
фиксированного терминального состояния из заданного начального [5, 18].

В связи с чем оказывается актуальным поиск альтернативных подходов для ре-
шения поставленной задачи. На данный момент продемонстрировал свою эффек-
тивность метод, базирующийся на использовании множеств 0-управляемости [19] – 
множеств тех начальных состояний, из которых за конечное число шагов возможно 
перевести систему в начало координат посредством выбора допустимого управле-
ния. При этом доказано, что метод решения во многом зависит от ограничений, на-
кладываемых на управление. В случае строго выпуклых ограничений для построения 
оптимального по быстродействию управления удается модифицировать известный 
принцип максимума [4, 5, 18].

Тем не менее существенным ограничением в использовании средств, представлен-
ных в [4, 5, 18], является предположение о непустой внутренности множества допу-
стимых значений управления в фазовом пространстве, что эквивалентно тому, что раз-
мерность вектора управления должна совпадать с размерность вектора состояния. За-
частую в прикладных задачах оптимального управления это условие не выполняется.

В данной работе предложен метод построения нестационарной дискретной си-
стемы с периодической матрицей и множеством допустимых значений управлений 
полной размерности, которая эквивалентна исходной стационарной системе. Дока-
зано, что оптимальное по быстродействию управление для нестационарной системы, 
построенное на основе методов из [4], является также оптимальным и для исходной 
системы. Эффективность полученных методов продемонстрирована на примере ре-
шения задачи оптимальной по быстродействию коррекции орбиты спутника.
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается линейная дискретная система управления с дискретным време-
нем и ограниченным множеством управлений ( , )A U : 

                                    0

( 1) ( ) ( ),
(0) ,  ( ) ,  {0},
y k Ay k v k
y x v k U k

+ = +
= ∈ ∈ ∪

	 (1)

где ( ) ny k ∈  – вектор состояния системы, ( )u k U∈  – вектор управлени, A  – матри- 
ца системы. Предполагается, что nU ⊂   – выпуклое и компактное, 0 ri ,  det 0.U A∈ ≠  
Для системы ( , )A U  решается задача быстродействия, т.е. требуется вычислить 
минимальное число шагов minN , за которое можно перевести систему из заданно-
го начального состояния 0

nx ∈  в начало координат, а также построить процесс 
* *

0 1{ ( ), ( 1), } minN
ky k v k x =− , удолетворяющий условию * ( ) 0miny N = , который будем на-

зывать оптимальным. Известны два основных подхода к решению задачи быстро-
действия для системы (1). Модифицированный принцип максимума [5, 18] и метод 
динамического программирования Беллмана [17], основывающийся на проведении 
предварительной полиэдральной аппроксимации множества U  [2]. Существенным 
ограничением в использовании вышеописанных подходов является выполнение 
включения 0   intU∈ , что с учетом предположения 0 ri U∈  эквивалетно условию

				         dim .U n= 	 (2)
Тем не менее на практике условие (2) далеко не всегда оказывается справедливым, 

поскольку вектор управления, как правило, имеет размерность меньше размерности 
вектора состояния. В рамках данной статьи требуется построить нестационарную 
линейную дискретную систему эквивалетную системе (1), для которой выполнено 
условие (2)

		           

0

( 1) ( ) ( ),
(0) ,  ( ) ,

0  int ( ), det ( ) 0,  {0}.

x k Ax k u k
x x u k U

U k A k k

+ = +
= ∈

∈ ≠ ∈ ∪
	 (3)

Эквивалетность систем (1) и (3) понимается в том смысле, что для любого началь-
ного состояния 0

nx ∈  оптимальный процесс * *
0 1{ ( ), ( 1), } minN

kx k u k x =−  системы (3)  
однозначно порождает оптимальный процесс * *

0 1{ ( ), ( 1), } minN
ky k v k x =−  системы (1). 

При этом оптимальное значение критерия в задаче быстродействия для стационар-
ной системы minN  и для нестационарной системы *

minN  могут отличаться.

3. ИЗМЕНЕНИЕ ШАГА КВАНТОВАНИЯ  
СТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим метод, который позволяет свести систему вида (1) к эквивалетной 
ей нестационарной линейной дискретной системе, удолетворяющей условию (2). 
Предложенный далее подход основывается на изменении шага квантования систе-
мы (1) таким образом, чтобы вектор состояния новой системы удолетворял условию 
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(2). Для разрешимости поставленной задачи будем предполагать, что система (1)  
управляема [1], т.е.

		                  
1 Lin { } ,n nU AU A U−+ +…+ =  	 (4)

Будем полагать,что dim U m n= < , множество U  имеет вид параллелограмма:

                               

,min ,max

1

,min ,max

{ : [ ; ], 1, },
( , , ) ,    ,          

0, 0, 1, .                    

m
j j j

n m
m

j j

U B v v u u j m
B b b rank B m

u u j m

×

= ∈ ∈ =
= … ∈ =

< > =


 	 (5)

В противоположном случае у множества U  всегда существует подмножество 
вида (5), т.к 0 ri , dim U U m∈ = . Данный факт позволяет воспользоваться методами 
построения оптимальных полиэдральных оценок [2], позволяющими свести ограни-
чения на управление в системе (1) к ограничениям вида (5).

В силу (5) для всех {0}k ∈ ∪  верно представление

Пусть M ∈  такое, что M m⋅  – наименьшее общее кратное для чисел m  и n . 
Тогда для произвольного 0 {0}k ∈ ∪  верно представление

1 1
0 1 1 0 0 1 1 0( ) ( ) ( ) ( 1)M M M

m mA y k A b v k A b v k b v k M− −= + +…+ +…+ + − +

0( 1).m mb v k M+…+ + −

0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

( ) ( ),                                                        
( 1) ( ) ( ) ( ),               
( 1) ( ) ( ) ( ),

1, 1,    1.                          

M
n

kn kn n

x k y k
x k A x k u k u k
x k k x k k u k u k

M m M mk
n n

+ +

=
+ = + +…+
+ + = + + +…+

⋅ ⋅
= − >        

Введем следующие обозначения:

			       

1
0 0( ) ( ),

0, 1,  1, .

M i
i m j j ju k A b v k i

i M j m

− −
⋅ + = +

= − =
	 (6)

Также для произвольного 1,l M m= ⋅  через ( )i l  и ( )j l  обозначим такие числа, что
( ) ( ),  ( ) {0, , 1},  ( ) {1, , },l i l m j l i l M j l m= + ∈ … − ∈ …

т.e.
( ) ( 1) mod 1,j l l m= − +

( )( ) .l j li l
m
−

=
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С учетом (5) верно, что
1 ( ) 1 ( )

0 ( ),min ( ) ( ),max ( )( )  conv { ; }.M i l M i l
l j l j l j l j lu k u A b u A b− − − −∈

Тогда

		        0 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ).M
Mmy M k A y k u k u k+ = + +…+ 	 (7)

Определим набор векторов 0

0
{ ( )}

Mm k
n
k kx k

+

=  следующим образом:

(8)

Определим следующую нестационарную линейную дискретную систему:

                                    

       
0

( 1) ( ) ( ) ( ),           
(0) , ( ) ( ), {0},

, {0},
( )

, {0}.

M

x k A k x k u k
x x u k U k k

k nA
M mA k
k nI
M m

+ = +
= ∈ ∈

⋅ ∈ ⋅=  ⋅ ∉
 ⋅

∪
∪

∪







	 (9)

где

0  mod 1.M ml n k
n
⋅ = ⋅ ⋅ + 

 
Тогда система (9) согласно построениям является искомой эквивалетной систе-

мой. Сформулируем данный факт в виде следующей теоремы.
Теорема 1.
Пусть система (1) удолетворяет условию управляемости (4). Управляющие воз-

действия систем (1) и (9) удолетворяет равенству (6) для всех 0 {0; ; 2 ;3 ; }.k M M M∈ …  
Тогда

где

*

,   {0},

1,   {0}.

k m k m
n nk
k m k m

n n

⋅ ⋅ ∈=  ⋅ ⋅  + ∈   

∪

∪




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Доказательство. Равенство в пункте i) следует из предположения (4) и определе-
ния множеств ( )U k  в (9). Равенство ii) следует непосредственно из (7) и (8) в случае, 
когда 0 0k = , и продолжения соотношений (8) для произвольного {0}k ∈ ∪  по пе-
риодичности. Условие iii) вытекает из (6) и (7).

Следствие 1 Пусть величина n  кратна m , т.e. n
m
∈ . Тогда система (9) cта-

ционарная.
Доказательство. В силу того, что M m⋅  – наименьшее общее кратное m  и n , 

верно равенство
M m n⋅ =    1.M m

n
⋅

=

Тогда согласно (9) для всех {0}k ∈ ∪
( ) ,MA k A=

т.e. А(k) u U(k) постоянны.
Замечание 1.
Теорема 1 позволяет свести решение задачи быстродействия для системы (1)  

к решению аналогичной задачи для системы полной размерности (9). При этом пе-
реход от оптимального управления в системе (9) к оптимальному управлению в си-
стеме (1) может быть выполнен при помощи соотношений (6).

4. ПРИМЕРЫ

Пример 1.
Пусть 4 44, , 3,n A I R m×= = ∈ =

,min ,max

1 0 0
0 1 0

, 1, 1, 1, 4.
0 0 1
0 0 0

j jB u u j

 
 
 = = − = =
 
 
 

Заметим, что для данной системы не выполняется условие управляемости (4):
2 3 4 Lin { } .U AU A U A U+ + + ≠ 

Покажем, что данное условие существенно для теоремы 1.
По определению 4M = , система (9) будет периодической с периодом равным 

3M m
n
⋅

= . В таком случае
1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0

(0) 2conv ; conv ; conv ; ,
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0

U

 −                
                −                = + +                −                                     
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0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0

(1) 2conv ; conv ; conv ; ,
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0

U

     −            
                −                = + +                −                                     

0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1

(2) 2conv ; conv ; conv ; .
1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

U

   −              
                −                = + +                −                                     

Таким образом, размерность каждого множества ( )U k  оказывается меньше раз-
мерности фазового пространства.

Пример 2.
Пусть 6, 4,n m= =

,min ,max

2 1 1 3 1 1 1 0 0 0
2 3 2 3 1 2 0 1 0 0
2 1 2 1 1 3 0 0 1 0

, , 1, 1, 1, 4.1 1 1 2 1 2 0 0 0 1
1 1 3 2 1 2 0 0 0 0
2 2 1 1 1 2 0 0 0 0

j jA B u u j

   
   
   
   
   

= = = − = =   
   
   
   
   
   

В отличие от примера 1 для данных матриц А и B, условие (4) оказывается вы-
полнено. Построим нестационарную систему эквивалетную системе (1) при помощи 
теоремы 1. По определению 3M = , система (9) будет периодической с периодом 

равным 2M m
n
⋅

= . Тогда справедливы следующие соотношения:

3 ,   {0},
2( )

,   {0},
2

kA
A k

kI

 ∈= 
 ∉


∪

∪





14 14 22 22
12 12 21 21
13 13 21 21

(0) conv ; conv ;19 19 20 20
9 9 27 27
17 17 13 13

U

 −   −        
          − −          
          − −
         

= +− −          
         − −         

− −         
         
         

18 18
15 15
15 15

conv ;15 15
18 18
10 10

 −    
    −    
    −

     
+ +−    

     −     
−     

     
     

.
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13 13 2 2 2
12 12 1 1 3
12 12 1 1 2

conv ; conv ; conv12 12 3 3 3
15 15 1 1 1
8 8 1 1

 −   −        
          − −          
          − −
          

+ + +− −          
          − −          

− −          
          
          

2
3
2

; ,3
1

2 2

 −    
    −    
    −
    

−    
    −    

−    
    
     . 

0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0

conv ; conv ; conv ;
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

            
            −            
            −   + + +             −            
            
                                    

.

0

  
  
  
   

  
  
  
      

Можно заметить, что для всех {0}k ∈ ∪ , верно равенство ( )dim 6.U k n= =

5. ЗАДАЧА НАИСКОРЕЙШЕЙ  
КОРРЕКЦИИ ОРБИТЫ СПУТНИКА

Задача коррекции спутника рассматривалась в различных монографиях [8, 9]. Не-
обходимость управления движением спутником связана с тем, что в силу техниче-
ских ограничений его не всегда удается вывести на расчетную орбиту, а также в связи  
с внешними факторами, которые оказывают негативное влияние на траекторию дви-
жения спутника. В результате спутник оказывается в некоторой малой окрестности 
расчетной траектории. Cуществуют различные подходы к построению математической 
модели движения спутника на круговой орбите, которые определяют задачу оптими-
зации. В [8, 9] все возмущающие факторы рассматриваются, как случайные процессы. 
В [8] изложено решение задачи коррекции спутника с критерием в форме квантили. 
В описанных работах число импульсов является фиксированным. Задача быстродей-
ствия для системы управления положением спутника на околокруговой орбите была 
рассмотрена в [4]. Движение спутника на круговой орбите описывается уравнениями:

2

2

,

,

1 ,

,

R

T

R
R

R T
T

r v
v
r
v

v
r r
v v

v
r

θ

=

=

= −

= −








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где r  – расстояние от начала координат до спутника, θ  – угол поворота, Rv  и Tv  –  
радиальная и трансверсальная составляющие скорости спутника соответственно. 
Обозначим отклонения реальных значений вектора состояния от желаемых следую-
щим образом:

0

0

0

Ä ,
Ä ,
Ä .

R R R

T T T

r r r
v v v
v v v

= −
= −
= −

Предполагая, что отклонения невелики, перейдем к линеаризованной системе
Ä Ä ,
Ä Ä 2Ä ,
Ä Ä .

R

R T

T R

r v
v r v
v v

=
= +
= −





 ∆
Введем обозначение .
Управление подается импульсно через равные промежутки времени Ät , рассмо-

трим в качестве параметров системы вектор состояния в моменты времени Äk t , т.е. 
перед выполнением ( 1)k + -го корректирующего импульса, {0}k ∈ ∪ . 

Пусть 1 2( ), ( ) [ ; ]max maxw k w k α α∈ −  – корректирующие импульсы, направленные 
вдоль радиальной и транcверсальной направляющих скоростей и исполняемые в мо-
мент времени Ä ,  ( ) ( Ä ), {0}.k t y k z k t k= ∈ ∪  Получим конечно-разностные рекур-
рентные соотношения:

0

( 1) ( ) ( ),
(0) ,  ( ) [ ; ] [ ; ],  0,1, 2, ,max max max max

y k Ay k Bw k
y z w k kα α α α

+ = +
= ∈ − × − = …

 

где

2 ,  0, 2, 4, ,( )
,  1, 3, 5,
A kA k
A k

 = …= 
= …





∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆
∆

∆

∆

∆

∆
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В итоге получим линейную нестационарную дискретную систему управления 
следующего вида:

0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),
(0) ,  ( ) [ ; ] [ ; ],  0,1, 2,max max max max

x k A k x k B k u k
x z u k kα α α α

+ = +
= ∈ − × − = …





Или же эквивалентную ей систему

( )
0

( 1) ( ) ( ) ( ),
(0) ,  ( ) ( ),
( ) [ ; ] [ ; ],  0,1, 2,max max max max

x k A k x k u k
x z u k U k
U k B k kα α α α

+ = +
= ∈
= − × − = …

(10)

Для проведения численных расчетов используем следующие значения параметров:

2
0

Ä 0.25,
0.0035,

10 ( 3.42118; 1.14367;  2.3381) .
max

T

t

z
α

−

=
=

= ⋅ − −

Наименьшее число шагов, необходимое для достижения начала координат, со-
ставляет 4minN = . Вычисления проведем согласно методам разработанных в [4]. 
Представим полученные результаты в виде cледующих таблиц:

Таблица 1 
Оптимальная траектория

k *
1 ( )x k *

2 ( )x k *
3 ( )x k

0 23.42118 10−− ⋅ 21.14367 10−− ⋅ 22.3381 10−⋅

1 21.53386 10−− ⋅ 21.00378 10−− ⋅ 21.0599 10−⋅

2 20.495015 10−− ⋅ 20.73491 10−− ⋅ 20.5069 10−⋅

3 20.01017 10−− ⋅ 20.24105 10−− ⋅ 20.0917 10−⋅

4 0 0 0

Таблица 2 
Оптимальное управление

k *
1 ( )u k *

2 ( )u k *
3 ( )u k

0 20.14177 10−⋅ 20.44627 10−⋅ 20.03521 10−⋅

1 20.11641 10−⋅ 20.45594 10−⋅ 20.05720 10−⋅

2 20.15861 10−⋅ 20.01538 10−⋅ 20.2588 10−⋅

3 20.11938 10−⋅ 20.50233 10−⋅ 20.27515 10−⋅

Таким образом мы получаем значение 4minN =  для системы (10), что в силу тео-
ремы 1 эквивалентно 6  шагам в исходной стационарной системе управления.

∆



Ибрагимов Д.Н., Новожилкин Н.М.
О методе построения линейной нестационарной дискретной системы….
Моделирование и анализ данных. 2021. Том 11. № 1.

30

Литература
1.	 Сиротин А.Н. Управляемость линейных дискретных систем с ограниченным управлением 

и (почти) периодическими возмущениями, Автомат. и телемех., 2001, выпуск 5, С. 53–64 
2.	 Костоусова E.K. О внешнем полиэдральном оценивании множеств достижимости в «рас-

ширенном» пространстве для линейных многошаговых систем с интегральными ограниче-
ниями на управление. // Вычислительные технологии. 2004. T 9. № 4. C. 54–72. 

3.	 Рокафеллар Р. Выпуклый анализ. М.: Мир, 1973.
4.	 Ибрагимов Д.Н. Оптимальная по быстродействию коррекция орбиты спутника // Элек-

трон. журн. Тр. МАИ. 2017. № 94.
5.	 Ibragimov D.N. On the Optimal Speed Problem for the Class of Linear Autonomous Infinite-

Dimensional Discrete-Time Systems with Bounded Control and Degenerate Operator // Autom. 
Remote Control. 2019. V. 80. No. 3. P. 393–412.

6.	 КолмогоровА.Н., ФоминС.В.Элементытеориифункцийифункциональногоанализа. М.: Физ-
матлит, 2012.

7.	 Данфорд Н., Шварц Дж. Т. Линейные операторы. Т. 2. Спектральная теория. Самосопря-
женные операторы в гильбертовом пространстве. М.: Мир, 1966.

8.	 Малышев В.В., Кибзун А.И. Анализ и синтез высокоточного управления летательными ап-
паратами. М.: Машиностроение, 1987.

9.	 Малышев В.В., Красильщиков М.Н., Бобронников В.Т и др. Спутниковые системы монито-
ринга. М.: МАИ, 2000. 

10.	Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Б.Ф. Математическая тео-
рия оптимальных процессов. М.: Наука, 1969.

11.	Болтянский В.Г. Математические методы оптимального управления. М.: Наука, 1969.
12.	Моисеев Н.Н. Элементы теории оптимальных систем. М.: Наука, 1975.
13.	Евтушенко Ю.Г. Методы решения экстремальных задач и их приложения в системах оп-

тимизации. М.: Наука, 1982.
14.	Болтянский В.Г. Оптимальное управление дискретными системами. М.: Наука, 1973.
15.	Пропой А.И. Элементы теории оптимальных дискретных процессов. М.: Наука, 1973.
16.	Holtzman J.M., Halkin H. Directional Convexity and the Maximum Principle for Discrete 

Systems // J. SIAM Control. V. 4. No. 2. 1966. P. 263–275.
17.	Беллман Р.Динамическоепрограммирование. М.: ИИЛ, 1960. 
18.	Ibragimov D.N., Sirotin A.N. On the Problem of Operation Speed for the Class of Linear Infinite-

Dimensional Discrete-Time Systems with Bounded Control // Autom. Remote Control. 2017.  
V. 78. No. 10. P. 1731–1756.

19.	Sirotin A.N., Formal’skii A.M. Reachability and Controllability of Discrete-Time Systems under 
Control Actions Bounded in Magnitude and Norm // Autom. Remote Control. 2003. V. 64.  
No. 12. P. 1844–1857.



Ibragimov D.N., Novozhilkin N.M.
On a Method for Constructing a Linear Nonstationary Discrete System…

Modelling and Data Analysis 2021. Vol. 11, no. 1.

31

On a Method for Constructing a Linear Nonstationary 
Discrete System with Full-Dimensional Control  

by Changing the Quantization Step

Danis N. Ibragimov *
Moscow Aviation Institute (MAI), Moscow, Russia
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7472-5520
e-mail: rikk.dan@gmail.com
Nikita М. Novozhilkin**
Moscow Aviation Institute (MAI), Moscow, Russia
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-3308-8371
e-mail: nikitanovozhilkin261@gmail.com

The method that allows one to reduce a stationary system with control of incomplete 
dimension to a non-stationary periodic system with control of full dimension is 
considered in this article. The paper proves the equivalence of these systems, and 
also that the optimal in terms of speed for a non-stationary system is also optimal 
for the original stationary system. A satellite attitude control system is considered as 
an example.

Keywords: linear discrete-time control system, performance problem, set of 
controllability.

Funding. The work was carried out with the financial support of the RFBR grant No. 18–08–
00128-a.

For citation: 
Ibragimov D.N, Novozhilkin N.M. On a Method for Constructing a Linear Nonstationary 
Discrete System with Full-Dimensional Control by Changing the Quantization Step. Mode-
lirovanie i analiz dannykh = Modelling and Data Analysis, 2021. Vol. 11, no. 1, pp. 20–32.  
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2021110102 (In Russ., аbstr. in Engl.).

References
1.	 Sirotin А.N. Controllability of linear discrete systems with bounded control and (almost) periodic 

disturbances // Аutomatica and telemechanica. 2001. No.5. P. 53–64.
2.	 Кostousova E.K. External polyhedral estimation of reachable sets in an “extended” space for lin-

ear multistage systems with integral constraints on control //Vichislitelnye Technologii. 2004. 
V 9. No. 4. P. 54–72. 

3. 	 Rokafellar Р. Convex Analysis.// Мir, 1973.
4.	 Ibragimov D.N. Speed-optimal satellite orbit correction // Electron.Trudy. МAI. 2017. No. 94.

*Danis N. Ibragimov, PhD (mathematics and physics), Moscow Aviation Institute (MAI), Moscow, 
Russia, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7472-5520, e-mail: rikk.dan@gmail.com
**Nikita M. Novozhilkin, Moscow Aviation Institute (MAI), Moscow, Russia, ORCID: https://orcid.
org/0000-0003-3308-8371, e-mail: nikitanovozhilkin261@gmail.com



Ибрагимов Д.Н., Новожилкин Н.М.
О методе построения линейной нестационарной дискретной системы….
Моделирование и анализ данных. 2021. Том 11. № 1.

32

5.	 Ibragimov D.N. On the speed problem for a class of linear autonomous infinite-dimensional sys-
tems with discrete time, bounded control, and a degenerate operator // Аutomatica and teleme-
chanica. 2019. No. 2. P. 32–59.

6. 	 Кolmogorov А.N., Fomin S.V. Elements of function theory and functional analysis. Fizmalit, 
2012.

7. 	 Danford N., Shvartz Dj. V. Linear operators. V. 2. Spectral theory. Self-adjoint operators in  
a Hilbert space//Mir, 1966.

8. 	 Мalishev V.V., Кibzun А.I. Analysis and synthesis of high-precision control of aircraft.// Mashi-
nostroenie, 1987.

9. 	 Мalishev V.V., Кrasilchikov M.N., Bobronnikov V.Т and other. Satellite monitoring systems. //
МAI, 2000. 

10. 	Pontryagin L.S.,Boltyansky V.G., Gamkrelidze R.V., Мischenko B.F. Mathematical theory of op-
timal processes. // Nauka, 1969.

11. 	Boltyansky V.G. Optimal control mathematical methods. // Nauka, 1969.
12. 	Мoiseev N.N. Elements of the theory of optimal systems. // Nauka, 1975.
13. 	Evtushenko Y.G. Methods for solving extreme problems and their applications in optimization 

systems. // Nauka, 1982.
14. 	Boltyansky V.G. Optimal control of discrete systems. //Nauka, 1973.
15. 	Propoi А.I. Elements of the theory of optimal discrete processes. // Nauka, 1973.
16. 	Holtzman J.M., Halkin H. Directional Convexity and the Maximum Principle for Discrete Sys-

tems // J. SIAM Control. V. 4. No. 2. 1966. P. 263–275.
17. 	Bellman R. Dynamic programming. // IIL, 1960. 
18. 	Ibragimov D.N., Sirotin А.N. On the speed problem for a class of linear autonomous infinite- 

dimensional systems with discrete time and bounded control. // Аutomatica and telemechanica. 
2017. No. 10. P. 3–32. 

19. 	Sirotin А.N., Formalsky А.М. Achievability and controllability of discrete systems with limited in 
magnitude and impulse control actions // Аutomatica and telemechanica. 2003. No. 12. P. 17–32. 



Моделирование и анализ данных  
2021. Том 11. № 1. C. 33–39  
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2021110103  
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)  
© 2021 ФГБОУ ВО МГППУ

Modelling and Data Analysis
2021. Vol. 11, no. 1, pp. 33–39 

DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2021110103 
ISSN: 2219-3758 (print)

ISSN: 2311-9454 (online) 
© 2021 Moscow State University of Psychology & Education

33

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ
УДК 519.1

Алгоритм покрытия вершин  
ориентированного графа

Князятов М.О.*
Московский авиационный институт (МАИ),  
г. Москва, Российская Федерация
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2346-4364 
e-mail: mike-99@bk.ru
Рассказова В.А.**
Московский авиационный институт (МАИ),  
г. Москва, Российская Федерация
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4943-3133 
e-mail: varvara.rasskazova@mail.ru

В статье представлен алгоритм решения прикладной задачи о назначении и 
перемещении локомотивов, основанный на решении теоретико–графовой задачи 
о покрытии вершин ориентированного графа множеством ориентированных 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача о назначении и перемещении локомотивов лежит в основе процесса орга-
низации грузовых железнодорожных перевозок, как основная задача оптимального 
распределения и использования технических и экономических ресурсов. Актуаль-
ные средства для исследования и разработки в области организации грузовых же-
лезнодорожных перевозок предоставляет теория графов как основной инструмент 
математического моделирования транспортных сетей. В работе исследуется, в том 
числе посредством методов теории графов и комбинаторной оптимизации, задача 
моделирования и оптимального планирования железнодорожных перевозок и задачи 
теории расписаний. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим ориентированный граф зависимостей перевозок, где каждая вершина 
s – некоторое задание на перевозку, подлежащее исполнению. Будем рассматривать 
вершину как время отправления локомотива из точки А и прибытия в точку Б или 
наоборот. Каждый локомотив может отправиться в следующий рейс, не раньше, чем 
через 10 минут после прибытия его на данную точку. Таким образом получается, что 
данный граф (рис.1) является совокупностью всех возможных комбинаций прохожде-
ния всех рейсов. Рассмотрим модельный пример.

            А→Б 			               Б→А 
S1) 3:00 → 6:40 		  S2) 4:50 →10:00
S3) 5:10 → 9:20 		  S4) 5:30 → 9:40
S5) 9:50 →16:30 		  S7) 11:40 →18:30
S6) 11:10 →17:40 		  S8) 17:10 →21:40

Составим  
список  
смежности 
вершин.
(1; 7,8)
(2; 6)
(3; 7,8)
(4; 5,6)
(5; 8)

	      	  Рис.1. Ориентированный граф зависимостей перевозок

Как видно, на графе были задействованы все вершины. Наша задача состоит в том, 
чтобы «покрыть» все вершины, используя минимальное количество локомотивов.
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3. АЛГОРИТМ

Перед использованием алгоритма для решения поставленной задачи, нам следует 
перенести списки смежности вершин в матричный вид, где 1 – это покрытая верши-
на, а 0 – нет, а каждая строка – это возможный путь локомотива.

Так выглядит матрица для вышерассмотренного примера:
1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1

Введем в рассмотрение следующие критерии выбора строки матрицы в строяще-
еся решение:
Ind1 –	количество путей, которое содержит вершину sn.
Ind2 –	 значение для каждой строки, которые представляет собой количество непо-

крытых вершин на данном пути.
Ind3 – 	сумма всех Ind1 для данного пути.
Ind4 – 	минимально значение Ind1 на данном пути.

4. ШАГИ АЛГОРИТМА

1.1	 Выбираем по второму индикатору (Ind2), от большего значения к меньшему.
1.2	 При равенстве значений по Ind 2 выбираем по третьему индикатору (Ind3),  

от меньшего значения к большему.
1.3	 При равенстве предыдущих индикаторов выбираем по четвёртому индикатору 

(Ind4), от меньшего значения к большему. 
2.	 Повторяем 1 пункт, пока не будут покрыты все точки.

5. ПРИМЕР

Рассмотрим матрицу путей:
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
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Проделаем шаги алгоритма. Для удобства к матрице добавим «шапку», которая 
представляет собой массив из 0 и 1 длиною равною строке матрицы, где 1 – ещё  
не покрытая вершина, а 0 – покрытая.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1    Ind2 Ind3 Ind4
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0       3       9       2 
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0       3       9       2 
0 0 0 1 0 1 0 0 1 1      4v     9v      2
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1       2       5       2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0       1       1       1 
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0      4v     11      2 
1 1 1 0 0 0 0 0 1 0      4v     12      2 
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1       3       8       2 

Выбираем 1-й путь, сохраняем его и убираем из матрицы. Далее исправлению 
подлежит «шапка» матрицы – убираем покрытые пути. Напомним, что вершины, ко-
торые в «шапке» равны 0, в расчет не принимаются.

Приступим к поиску следующего пути:
1 1 1 |0| 1 |0| 1 1 |0 0|    Ind2 Ind3 Ind4
0 1 1 |0| 0 |0| 1 0 |0 0|     3v     9v     2v
1 1 0 |0| 0 |0| 0 1 |0 0|      3v      9v      2v
0 0 0 |0| 0 |0| 1 0 |0 1|      1       2       2
0 0 0 |0| 1 |0| 0 0 |0 0|      1       1       1
1 1 0 |1| 0 |0| 0 1 |0 0|     3v      9v     2v
1 1 1 |0| 0 |0| 0 0 |1 0|      3      10     3
0 0 1 |0| 0 |1| 0 0 |0 1|      1       3      3

На этот раз введенным эвристическим критериям удовлетворяют сразу три пути, 
выбираем первый из них. 

Ищем следующий:
1 |0 0 0| 1 |0 0| 1 |0 0|     Ind2 Ind3 Ind4
1 |1 0 0| 0 |0 0| 1 |0 0|      2v     5v      2v 
0 |0 0 0| 0 |0 1| 0 |0 1|      0       0        0 
0 |0 0 0| 1 |0 0| 0 |0 0|      1       1        1 
1 |1 0 1| 0 |0 0| 1 |0 0|      2v     5v      2v 
1 |1 1 0| 0 |0 0| 0 |1 0|      1       3        3 
0 |0 1 0| 0 |1 0| 0 |0 1|      0       0        0 

На этот раз критериям удовлетворяют два пути, выбираем первый из них и про-
должаем. Осталась всего одна непокрытая вершина.

|0 0 0 0| 1 |0 0 0 0 0|       Ind2 Ind3 Ind4
|0 0 0 0| 0 |0 1 0 0 1|         0       0       0 
|0 0 0 0| 1 |0 0 0 0 0|        1v      1       1 
|1 1 0 1| 0 |0 0 1 0 0|         0       0       0 
|1 1 1 0| 0 |0 0 0 1 0|         0       0       0 
|0 0 1 0| 0 |1 0 0 0 1|         0       0       0 

«шапка»
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Когда последняя вершина оказывается покрытой, алгоритм завершает свою ра-
боту. Таким образом итоговая матрица путей выглядит следующим образом:

0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Из представленного примера следует, что для покрытия всех вершин, то есть для 
исполнения всех перевозок, понадобится 4 локомотива.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье были приведена постановка общей задачи оптимизации планирования 
грузовых железнодорожных перевозок с минимизацией затрат на перевозки. Так же 
был рассмотрен алгоритм покрытия вершин ориентированного графа. Полученные 
результаты могут быть использованы при разработке автоматизированных систем 
управления грузовыми перевозками.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Авторы статьи продолжают тему, связанную с решением экстремальных задач и 
рассмотренную в статьях авторов ([1] – [2]). Решение экстремальных задач является 
важной областью работы со студентами. Дело в том, что экстремальные задачи за-
нимают центральное место в современной математике. Кроме того, решение таких 
задач может основываться на самых разных подходах. Речь может идти как об эле-
ментарно-геометрических методах, так и на методах высшей математики. Благодаря 
этому обстоятельству изучение методов решения экстремальных задач может стро-
иться на основе различных теоретических и методических основаниях.

Важным обстоятельством, которое позволяет связать выработать единую точку 
зрения на различные методы решения экстремальных задач, является то обстоятель-
ство, что различные задачи часто объединяются одним и тем же местом действия,  
а именно евклидовой плоскостью или трёхмерным евклидовым пространством. 
Именно по этой причине здесь уместны как методы классической геометрии, так 
и методы аналитической геометрии и математического анализа. Книга Р. Декарта 
«Геометрия» направила геометрию по новому направлению. Итогом реализации 
картезианской программы стали аналитическая геометрия, математический анализ 
функций одной переменной, дифференциальная геометрия, теория дифференци-
альных уравнений. Каждая из этих взаимосвязанных теорий позволяет глубже по-
нять геометрию плоскости. 

Для выявления глубоких связей между различными геометрическими теориями 
необходимо искать различные точки зрения на геометрию евклидовой плоскости.  
В данной статье как раз и делается подобная попытка.

Авторы последовательно рассматривают элементарно-геометрические методы 
решения экстремальных задач, а также методы, связанные с аналитической геоме-
трией и математическим анализом. При этом используется подход, изложенный  
в статье [6].

Здесь рассматривается вопрос об использовании образа силового поля для разра-
ботки методики преподавания математики. Та же точка зрения может успешно ис-
пользоваться при изучении геометрических объектов различного рода.

Суть этого подхода такова. Пусть задано некоторое множество М, тогда скаляр-
ным полем (аналог силового поля) на этом множестве называется функция F: M → R, 
где R – множество действительных чисел. Графическим представлением (графиком) 
того же самого поля назовём множество пар (m, F(m)), принадлежащих прямому про-
изведению M × R. Суперпозицией нескольких скалярных полей F1, F2, … Fn являет-
ся сумма этих функций.

Поле может просто постулироваться заданием числовой функции на множестве М.  
Однако, если М является метрическим пространством, а Ф – некоторая фигура  
в М, то метрика индуцирует поле расстояний от произвольной точки из М до Ф. Это 
поле можно модифицировать, применив к его значениям функцию действительно-
го переменного. Если в М задано несколько фигур, то мы получим несколько ска-
лярных полей и можем рассмотреть их суперпозицию. Возможны и иные способы 
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задания скалярных полей в метрических пространствах, например, зависящие от 
специфических свойств фигуры Ф. В статье рассматривается только случай, когда 
М – евклидова плоскость, а графическое представление поля является поверхностью 
в трёхмерном пространстве.

Фактически речь идёт о том, что наличие на плоскости или в пространстве геоме-
трических фигур индуцирует те или иные поля, и в результате естественным образом 
возникают экстремальные задачи различного характера. Более того, возникает воз-
можность использования образа соответствующего поля в учебных целях. При этом 
построение визуальных характеристик поля (линий уровня и линий стока) может ис-
пользоваться вычислительный эксперимент.

Совместное рассмотрение классического метода решения экстремальной задачи 
и образа силового поля позволяет совершенно иными глазами посмотреть на про-
блему в целом.

Следует признать, что предлагаемый подход нельзя рассматривать как некий 
хорошо обкатанный методический приём. Скорее речь идёт о поиске новых связей 
между хорошо известными теориями и методиками, ранее воспринимавшимися как 
обособленные.

Ещё одним важным обстоятельством является тот факт, что современное матема-
тическое образование должно опираться на поддержку компьютерных технологий.  
В нашем случае именно вычислительные программы позволяют создавать визуаль-
ные образы силовых полей, а также прояснять наличие связей между структурой 
этих полей и сущностью методов решения экстремальных задач.

В силу соображений, изложенных нами выше, предлагаемая статья распадается  
на несколько разделов различного характера. И первый из них посвящён элементарно- 
геометрическим методам решения экстремальных задач.

2. ЭЛЕМЕНТАРНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД К РЕШЕ-
НИЮ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

Рассмотрим сначала следующую задачу.
Задача 1. В плоскости треугольника найти точку, сумма квадратов расстояний от 

которой до вершин треугольника минимальна.
Эту задачу легко решить элементарно-геометрическими методами. Пусть G – 

центроид (точка пересечения медиан треугольника) АВС. Покажем, что векторная 
сумма  равна нулю, т.е. .

По правилу параллелограмма  (рис. 1). Диагонали параллелограм-
ма AGCD пересекаются в середине М стороны АС, поэтому  

С другой стороны, поскольку медианы треугольника делятся точкой пересечения 
в отношении 2:1, считая от вершины, то  и , откуда получаем: 

, что и требова-
лось доказать.
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		  Рис.1.		                   Рис. 2.

Пусть теперь М – произвольная точка плоскости треугольника АВС. Нам нужно 
минимизировать сумму МА2+МВ2+МС2. Заменяя квадраты расстояний МА, МВ, МС 
скалярными квадратами векторов , получим:

,
поскольку .

Итак,
, 

причем равенство достигается только в случае совпадения точки М с центроидом 
треугольника АВС, поэтому центроид G минимизирует сумму .  
Для демонстрации аналитического способа решения задачи введем систему ко-
ординат, в которой точки А, В, С, М будут иметь координаты , , 

,  (рис. 3).

		  Рис. 3.		                    Рис. 4.

Применив формулу расстояния между двумя точками, имеем:
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. Приравнивая нулю частные производные функции 
 получим:

,

откуда .
Убедимся в том, что полученные формулы задают координаты центроида тре-

угольника АBС. В самом деле, пусть М – середина отрезка АС, G(x;y) – центроид
треугольника АВС (рис. 4). Тогда  и  или 

,

откуда 

, что и требовалось.
Заметим, что если геометрическое решение данной задачи доступно старшекласс-

никам и может рассматриваться в качестве пропедевтики решения экстремальных за-
дач, то для понимания аналитического решения необходимо знание основ математи-
ческого анализа, изучаемого на младших курсах ВУЗов соответствующего профиля.

Перейдем теперь к рассмотрению пространственного варианта нашей задачи.
Задача 2. Найти точку, сумма квадратов расстояний от которой до вершин тетраэ-

дра минимальна.
Попробуем решить эту задачу аналогично решению задачи 1. Если обозна-

чить через АВСD данный тетраэдр, то сначала надо найти точку М такую, что 
.

Утверждение 1. Отрезки, соединяющие вершины тетраэдра с центроидами про-
тивоположных граней, пересекаются в одной точке G и делятся этой точкой в отно-
шении 3:1, считая от вершины тетраэдра. Эти отрезки называются медианами тетраэ-
дра, а точка G называется центроидом тетраэдра. 

		  Рис. 5.				    Рис. 6.
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Доказательство. Пусть .. и dG  – центроиды граней BCD и АВС соответствен-
но, G – точка пересечения отрезков aAG  и dDG  (рис. 5). Тогда ||a dG G AD , откуда

~ a dAGD G GG   и 3
a d a d

AG DG AD
GG GG G G

= = =  (рис. 6), поскольку 
1 1

2a d

a d

DG AG
G A G A

= = .

Очевидно, что отрезки BGb и CGc ,где Gb и Gc – центроиды граней ACD и ABD, так-
же делят отрезок DGd в отношении 3:1, считая от точки D и, таким образом, пересе-
каются в точке G. Покажем теперь, что 0GA GB GC GD+ + + =

   


. Так как 3 dDG GG=
 

,  
то для этого достаточно показать, что  3 dGA GB GC GG+ + =

   

. 
Сложим векторы  ,  ,  GA GB GC

  

 по правилу параллелепипеда: 2 GA GB GC GE+ + + =
   

.  
(рис. 7). Поскольку диагональ GE2 параллелепипеда лежит в каждой из плоскостей 
GEE2C, GA2E2B, GB2E2A диагональных сечений параллелепипеда, то прямая GE2 пе-
ресекает плоскость АВС в точке пересечения медиан треугольника АВС, т.е. в цен-
троиде Gd . Пусть '

aG  – точка пересечения плоскости, проходящей через точку Gd 
параллельно грани GВВ2C, с ребром GA параллелепипеда, Ма – середина ребра GA. 
Точки ' bG  и '

ñG  определим аналогично точке '
aG  . Тогда 

' 2 2 1 1 
3 3 2 3

a aGG GM GA GA= = ⋅ =
   

. Аналогично, 
' 1

3
bGG GB=

 

, 
' 1

3
cGG GC=

 

. 

По правилу параллелепипеда 
' ' '
a b c dGG GG GG GG+ + =

   

, поэтому 

( )' ' '
 3 3a b c dGA GB GC GG GG GG GG+ + == + + =
      

, что и требовалось доказать.

Наконец-то мы можем по аналогии с решением задачи 1 завершить решение за-
дачи 2:

 

Итак, 2 2 2 2 2 2 2 2MA MB MC MD GA GB GC GD+ + + ≥ + + + , причем равенство до-
стигается только в случае совпадения точки М с точкой G, т.е. центроид G тетраэдра 
ABCD минимизирует сумму квадратов расстояний 2 2 2 2MA MB MC MD+ + +  от точ-
ки М до его вершин A, B, C, D.

Пусть точки М, A, B, C, D имеют следующие координаты: ( ) ( )1 1 1; ; ,  ; ;M x y z A x y z , 
( )2 2 2; ;B x y z , ( )3 3 3; ;C x y z , ( )4 4 4; ;D x y z . Тогда сумма квадратов расстоя-

ний от точки М до вершин тетраэдра ABCD запишется следующим образом:
2 2 2 2

1 1 1 2 ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )g x y z x x y y z z x x= − + − + − + − +
2 2 2 2 2 2

2 2 3 3 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y y z z x x y y z z x x+ − + − + − + − + − + − + 2 2
4 4( ) ( )y y z z+ − + − . 

Приравнивая нулю частные производные функции ( ); ; ,g x y z  получим:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4,  ,  .
4 4 4

x x x x y y y y z z z z
x y z

+ + + + + + + + +
= = =

Рассуждая по аналогии с плоским случаем, можно показать, что точка с такими 
координатами совпадает с центроидом G тетраэдра ABCD. 

∆ ∆

aAG
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Рис. 7.

Перейдем к рассмотрению следующей задачи, в некотором смысле двойственной 
задаче 1.

Задача 3. В плоскости треугольника найти точку, сумма квадратов расстояний от 
которой до прямых, содержащих стороны треугольника, минимальна. 

Решение. Опустим из точки М перпендикуляры МА1, МВ1, МС1 на прямые ВС, СА, АВ 
соответственно и обозначим 1 1 1 ,   ,  ,  MA x MA x MB y= = =

  

  1 1 1,   ,   MB y MC z MC z= = =


  
(рис. 8).

		    Рис. 8.			               Рис. 9.

Тогда 
2 2 22 2 2 2 2 2
1 1 11 1 1MA MB MC MA MB MC x y z+ + = + + = + + =

  

  

2( ) 2 2 2 2( )x y z xy yz zx xy yz zx+ + + − − − ≥ − + +
            , причем равенство 
2 2 2 2( )x y z xy yz zx+ + = − + +
        достигается в том и только в том случае, когда 

x y z+ +
    0=



, т.е. в случае, когда М совпадает с центроидом G1 треугольника A1B1C1. 
Установим расположение точки G1 по отношению к треугольнику АВС. Пусть H1 – 
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точка, симметричная G1 относительно середины N отрезка A1C1 (рис. 9). Тогда четыре-
хугольник A1H1C1G1 – параллелограмм, причем 1 1 1 1 1 1,  ,  G A BC A H AB H G AC⊥ ⊥ ⊥  ,  
поскольку 1 1 1 1A H G C , а отрезок 1 1H G  лежит на прямой 1 1G B , перпендикулярной 
АС. Тогда стороны треугольника G1A1H1 перпендикулярны сторонам треуголь-
ника АВС, откуда следует, что углы этих треугольников равны, и, таким образом, 

1 1 1 ~H AG ABC  , откуда получаем:

1 1 1 1 1 1AG G H H A
k

BC CA AB
= = = , или 1 1 1 1 1 1,   ,  AG ka G H kb H A kc= = = ,

где , ,  a b c – длины сторон ВС, СА, АВ треугольника АВС. 
Но 1 1 1 1 12G H G N G B= = , так как 1G  – точка пересечения медиан треугольника 

A1B1C1. 
Итак, 1 1 1 1 1 1,   ,  G A ka G B kb G C kc= = = , т.е. расстояния от точки 1G  до сторон треу-

гольника АВС пропорциональны длинам соответствующих сторон этого треугольника. 
Заметим, что, так как центр описанной окружности треугольника A1BC1 совпада-

ет с серединой отрезка ( )0
1 1 1 1 1 90 , G B G A B G C B∠ = ∠ = а H1 –ортоцентр этого треу-

гольника 1 1 1 1( , ), A H AB H C BC⊥ ⊥  то 1 1 1 1G BA H BC∠ = ∠  (рис. 10), т.е. прямые 1G B  
и 1H B  изогональны (см. [1], [2]).

		        Рис. 10.		          Рис. 11.

Рассмотрим отношение площадей треугольников АН1В и СН1В: 

1

1

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

1
cos2 1

1 cos
2

cAH B c

CH B a
a

AB H HS H H C H B G Ac c c c ka
S a H H a A H B a G C a kcBC H H

⋅ ⋅
= = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ ⋅
.

Через точки А и С проведем перпендикуляры ААн и ССн к прямой 1BH  (рис. 11). 

Тогда 
1 11 1

1 1 
2 2AH B H H CH BS BH AA BH CC S= = =⋅ ⋅ , откуда  H HAA CC=  и из равен-
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ства прямоугольных треугольников H bAA M  и H bCC M  выводим, что прямая 1BH  
пересекает сторону АС в ее середине bM , т.е. точка 1H  лежит на медиане bBM  тре-
угольника АВС.

Другими словами, прямая BG1 изогональна медиане bBM  треугольника АВС. Со-
вершенно аналогично можно установить, что прямые 1AG  и 1CG  изоганальны ме-
дианам A aM  и cCM  соответственно. Таким образом, точка 1G  изогонально сопря-
жена центроиду G треугольника АВС. Эта точка называется точкой Лемуана в честь 
французского математика Эмиля Лемуана (1840–1912), опубликовавшего в 1873 г. 
доказательство существования этой точки и обозначается буквой L (также широко 
распространено обозначение K).

Заметим, что до Лемуана в 1847 г. эту точку исследовал немецкий математик Гре-
бе (1804–1874), а еще раньше, в 1809 г., французский математик Люилье (1750–1840) 
открыл только что рассмотренное свойство этой точки [4]. Так что в контексте на-
шей задачи логичней было бы называть точку Лемуана точкой Люилье. В дальней-
шем мы увидим, что аналогичная точка в пространстве называется точкой Люилье,  
т.е. в пространственном варианте рассмотренной задачи историческая справедли-
вость все-таки восторжествовала.

На самом деле, определить положение точки L легче всего с помощью следующе-
го утверждения, называемого теоремой Шлемильха. 

Утверждение 2. Три прямые, проходящие через середины сторон треугольника и се-
редины, проведенных к ним высот, пересекаются в точке Лемуана этого треугольника.

Доказательство. В решении задачи 3 было показано, что точка 1H , симметричная 
точке L (на рис. 9 точка L обозначена как 1G ) относительно середины N отрезка A1D1, 
лежит на медиане bBM  треугольника АВС (рис. 12). Так как L – точка пересечения 
медиан треугольника A1B1C1, то B1L=2LN=LH1, т.е. L совпадает с серединой отрезка 
B1H1, но при гомотетии с центром в bM , переводящей H1 в В, точка L переходит в 
середину Sb высоты BHb . Точно так же можно показать, что отрезки MaSa и MсSс, где 
Ma и Mс – середины сторон ВС и ВА, а Sa и Sс – середины высот AHa и CHc, проходят 
через точку Лемуана L.

Вернемся однако к задаче 3. Обозначим, как и раньше, расстояния от точки М до 
сторон ВС, СА, АВ треугольника АВС через x, y, z соответственно (рис. 13.). 

Рассмотрим выражение 
( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2  ( )x ka y kb z kc x y z k ax by cz k a b c− + − + − = + + − + + + + + + ,
( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2  ( ) 2 ( ) ( )x y z x ka y kb z kc k ax by cz k a b c k ax by cz k x y z+ + = − + − + − + + + − − + + ≥ + + − + + 

				    , причем равенство достигается только при 
, , x ka y kb z kc= = = . Коэффициент k находится из равенства площадей: 

BMC CMA AMB ABCS S S S+ + =  или 1 1 1
2 2 2
ax by cz S+ + = ,

2ax by cz S+ + = ,                                                    (1)

( )2 2 2 2k a b c S+ + = , 2 2 2

2Sk
a b c

=
+ +

. Ясно, что полученная точка совпадает  
с точкой Лемуана L.

Однако, приведенное решение, безупречное с математической точки зрения, все 
же педагогически ущербно, поскольку оно использует предположение о пропорци-

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2  ( ) 2 ( ) ( )x y z x ka y kb z kc k ax by cz k a b c k ax by cz k x y z+ + = − + − + − + + + − − + + ≥ + + − + +
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ональности расстояний от искомой точки соответствующим сторонам треугольника 
без всяких объяснений того, откуда взялось это предположение.

		       Рис. 12.	                 Рис. 13.

Приведем еще одно решение, использующее метод множителей Лагранжа. Запи-
шем целевую функцию u (x,y,z) нашей задачи и добавим к ней уравнение связи (1). 
Получим следующую формализацию задачи:

( ) 2 2 2, ,u x y z x y z min= + + →
2 ,ax by cz S+ + =  или 2 0ax by cz S+ + − = .

Составим функцию Лагранжа:
 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , , , 2 2L x y z u x y z ax by cz S x y z ax by cz Sλ λ= + + + − = + + + + + − .
Теперь приравняем нулю частные производные функции Лагранжа:

'

'

'

0,
0,
0,

x

y

z

L
L
L

 =
 =
 =

 
2 0,
2 0,
2 0.

x a
y b
z c

λ
λ
λ

+ =
 + =
 + =

                                               (2)

Выразив 
2
λ

−  из уравнений (2), получим:

2
yx z k

a b c
λ

− = = = = , откуда , ,  x ka y kb z kc= = = .

где k находится из уравнения связи (1) после подстановки в него значений 
, ,  x ka y kb z kc= = = : 2a ka b kb c kc S⋅ + ⋅ + ⋅ = ;

( )2 2 2 2k a b c S+ + = , 2 2 2

2Sk
a b c

=
+ +

.

Естественно, что приведенное аналитическое решение дает тот же результат,  
что и предыдущее решения.

Осталось рассмотреть пространственный вариант задачи 3.
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Задача 4. Найти точку, сумма квадратов расстояний от которой до плоскостей, 
содержащих грани данного тетраэдра, минимальна.

Прежде чем приступить к решению задачи 4, давайте еще раз проанализируем 
решение задачи 3. Введем векторы , , a b c



  , совпадающие со сторонами треугольника 
АВС: ,  , a BC b CA c AB= = =

  

   (рис. 14 а). Тогда 0a b c BC CA AB+ + = + + =
   

  . После 
поворота треугольника АВС на 900 по часовой стрелке он примет положение A1B1C1 
стороны которого перпендикулярны сторонам треугольника АВС (рис. 14 б). 

Рис. 14.

Естественно, что при этом сохранится равенство 1 1 1 0a b c+ + =
  



 (2). Отложим век-
торы 1 1 1,  ,  a b c

  

 от точки Лемуана L треугольника АВС (рис. 15 а) и сделаем гомоте-
тию с центром L и коэффициентом 2 2 2

2Sk
a b c

=
+ +

 (рис. 15 б). 

Рис. 15.
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Умножив равенство (2) на коэффициент гомотетии 2 2 2

2Sk
a b c

=
+ +

 получим 

1 1 1 0ka kb kc+ + =
  



 или 2 2 2 0a b c+ + =
  



, где 2a


 = 1 ka


, 2b


= 1 2 1  , kb c kc=
  

.
Проводя рассуждения в обратном порядке, получим, что если расстояния от не-

которой точки до стороны треугольника пропорциональны сторонам этого треуголь-
ника, то эта точка является центроидом своего треугольника проекций, поскольку 
сумма векторов, проведенных из этой точки в вершины треугольника проекций, рав-
на нулю. Фактически, мы еще раз доказали характеристическое свойство точки Ле-
муана: сумма квадратов расстояний от точки до прямых, содержащих стороны треу-
гольника, минимальна тогда и только тогда, когда эта точка совпадает с центроидом 
своего треугольника проекций. 

Попробуем реализовать намеченную программу для решения задачи 4. Анало-
гом длин сторон треугольника являются площади граней тетраэдра. Значит, вместо 
векторов, перпендикулярных сторонам треугольника, модули которых равны этим 
сторонам, надо рассмотреть векторы, перпендикулярные его граням, с модулями, 
равными площадям этих граней.

Утверждение 3. Пусть векторы , , , a b c dn n n n
   

 перпендикулярны соответственно 
граням BCD, CDA, DAB, BAC тетраэдра АВСD, направлены в его внешнюю об-
ласть и имеют модули, равные площадям соответствующих граней тетраэдра. Тогда 

   0a b c dn n n n+ + + =
   



.
Доказательство. Обозначим , ,  DA a DB b DC c= = =

  

   и пусть векторы , , a b c


   обра-
зуют правую тройку как на рис. 16. 

Тогда  1 2 3 4
1 1 1 1,  ,   ,  
2 2 2 2

n c b n a c n b a n AB AC= × = × = × = =⋅
       

  

( ) ( )1 1 1( ) ( )
2 2 2
b a c a b c a c b a a a b c a c b a= − × − = × − × − × + × = × − × − − ×

    

            , и 

, что и требовалось.

Рис. 16.
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Как уже говорилось выше, точка, минимизирующая сумму квадратов расстояний 
от нее до плоскостей граней данного тетраэдра, называется точкой Люилье L этого 
тетраэдра.

Утверждение 4. Точка Люилье тетраэдра ABCD совпадает с центроидом ее те-
траэдра проекций a b c dL L L L  относительно тетраэдра ABCD.

Доказательство. Пусть  ,  , ,  a b c dL L L L  – проекции точки L,  ,  , ,  a b c dM M M M  – про-
екции точки М соответственно на плоскости BCD, CDA, DAB, ABC соответственно. 
Тогда 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 a b c d a b c d a b c dLL LL LL LL MM MM MM MM ML ML ML ML+ + + ≤ + + + ≤ + + + ,  
причем равенство возможно только в случае совпадения точек L и M, т.е. точ-
ка L минимизирует сумму квадратов расстояний от точки М до вершин тетраэдра 
ABCD и поэтому согласно задаче 2 совпадает с центроидом тетраэдра a b c dL L L L , 
т.е. 0. a b c dLL LL LL LL+ + + =

   


 Поскольку точка L определяется единственным обра-
зом и 0,     0a b c d a b c dLL LL LL LL n n n n+ + + = + + + =



      
 

, то расстояния , , , a b c dLL LL LL LL  
пропорциональны модулям векторов , , , a b c dn n n n

   

, т.е. площадям , , ,  a b c dS S S S гра-
ней BCD, CDA, DAB, BAC тетраэдра ABCD. Обозначив высоты тетраэдров LBCD, 
LCDA, LDAB, LBAC через ,  ,  ,  , a b c dx LL y LL z LL t LL= = = =  найдем коэффициент 
пропорциональности k: LBCD LCDA LDAB LBAC ABCDV V V V V+ + + =  

1 1 1 1
3 3 3 3a b c dS x S y S z S t V+ + + = ,

3a a b b c c d dS kS S kS S kS S kS V⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ,

( )2 2 2 2 3a b c dk S S S S V+ + + = , 2 2 2 2

3   
 a b c d

Vk
S S S S

=
+ + +

.

Установить пропорциональность расстояний от точки Люилье до плоскостей гра-
ней тетраэдра площадям этих граней можно также следующим способом (плоский 
случай см. в [5]). Нам нужно найти минимум функции ( ) 2 2 2 2, , ,u x y z t x y z t= + + + , 
где переменные , , ,x y z t  удовлетворяют следующему уравнению связи:

3 0a b c dS x S y S z S t V+ + + − =                                            (3)
Целевая функция представляет собой квадрат расстояния от начала координат 

О(0,0,0,0) до точки M(x,y,z,t), лежащей в плоскости (3) четырехмерного простран-
ства. Понятно поэтому, что расстояние от точки О до плоскости (3) равно модулю 
вектора OH



, коллинеарного нормальному вектору ( ), , ,a b c dn S S S S  плоскости (3), 
т.е. ,  ,  , a b c dx kS y kS z kS t kS= = = = .

Подставив эти значения x, y, z, t в уравнение (3) найдем коэффициент k: 

2 2 2 2

3

a b c d

Vk
S S S S

=
+ + +

.

И, наконец, решим задачу 4 методом множите-
лей Лагранжа. Функция Лагранжа для данной задачи имеет вид 
( ) ( ) ( ) 2 2 2 2, , , , , , , , , ( 3 )a b c dL x y z t u x y z t g x y z t x y z t S x S y S z S t Vλ λ= + = + + + + + + + + − . 

Приравнивая нулю частные производные функции Лагранжа, получим: 
2 0, 2 0,  2 0, 2 0 a b c dx S y S z S t Sλ λ λ λ+ = + = + = + = , откуда 
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2 a b c d

yx z t k
S S S S

λ
− = = = = = ,

т.е. ,  ,  , a b c dx kS y kS z kS t kS= = = = , где 2 2 2 2

3

a b c d

Vk
S S S S

=
+ + +

. Очевидно, что най-

денная точка совпадает с найденной ранее точкой Люилье.

3. ПОЛЯ, ИНДУЦИРУЕМЫЕ ТОЧКАМИ И ПРЯМЫМИ

Зададим на плоскости декартову систему координат. Расстояние z между точками 
М(х0; у0) и N(х; у) удовлетворяет уравнению z2 = (x – x0)

2 + (y – y0)
2. Если зафикси-

ровать точку M, то будет индуцировано поле, графическое представление которого 
является конусом (рис.17).

Пусть прямая L перпендикулярна единичному вектору (a; b) и проходит через 
точку А(х1; у1). Нормальное уравнение прямой имеет вид
a∙(x – x1) + b∙(y – y1) = 0.

Если N(х; у) ещё одна точка на плоско-
сти, то расстояние от прямой L до точки N 
равно значению величины z = a∙(x – x1) + 
+b∙(y – y1). Расстояние берётся со знаком, 
зависящим от того, в какой из полуплоско-
стей находится точка N. Отметим, что век-
тор, ортогональный к плоскости z = a∙(x–  
–x1) + b∙(y – y1) имеет координаты (a; b; –1).

Сразу отметим, что в случае, когда рас-
сматривается несколько прямых, линейная 
комбинация индуцируемых ими полей яв-
ляется линейной формой, в частности суперпозицией полей. В частности в статье [6] 
доказывается следующая теорема: линии стока суммы расстояний до сторон треу-
гольника АВС параллельны прямой ОI, где О и I – центры описанной и вписанной 
окружностей соответственно.

Поскольку данная теорема имеет 
очевидные связи с экстремальными 
задачами, приведём её доказательство.

Изложение ведётся в предполо-
жении, что учащемуся известны азы 
векторной алгебры, включая скаляр-
ное произведение на плоскости и в 
пространстве.

Если из точки (х0; у0; z0) исходит 
базовый вектор (a1; b1; c1), то концы 
всех перпендикулярных ему векторов 
с началом в (х0; у0; z0) заметают пер-

Рис. 18.

Рис. 17.
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пендикулярную ему плоскость. Условие перпендикулярности векторов (a1; b1; c1) и 
(х – х0; у – у0; z – z0) состоит в равенстве нулю их скалярного произведения, т.е. имеет 
вид a1(х – х0) + b1(у – у0) + c1(z – z0) = 0 или, после приведения свободных членов,  
a1х + b1у + c1z + d1 = 0. В результате получен общий вид уравнения плоскости, распо-
ложенной в трёхмерном пространстве.

Обе части уравнения a1х + b1у + c1z + d1 = 0 можно умножить на число – 1/с1 (если с1  
не равно 0). В результате уравнение плоскости преобразуется к виду z = aх + bу + d,  
а базовый вектор (a1; b1; c1) переходит в вектор (a; b; –1), где а = – a1/ с1, b = – b1/ с1, 
d = – d1/ с1. Это явное выражение величины z как функции от двух переменных. Если 
положить z = const, то будут получены линии уровня, которые являются параллель-
ными между собой прямыми. Перпендикулярные им прямые можно назвать линиями 
стока, поскольку именно по этому направлению наиболее быстро убывает или воз-
растает функция z.

Проекцией базового вектора (a; b; –1) на плоскость xOy является вектор (a; b).  
Он указывает направление проекций линий стока на ту же плоскость. Поскольку точ-
ка (х0; у0; z0) лежит на плоскости z = aх + bу + d, верно равенство z0 = aх0 + bу0 + d. 
Сдвинемся из точки (х0; у0), придав аргументам приращения Δх и Δу. Тогда z + Δz =  
a(х + Δх) + b(у + Δy) + d. Отсюда вытекает, что приращение функции Δz = aΔх + bΔy, 
т.е. скалярному произведению векторов (a; b) и (Δх; Δу).

Каждая прямая на плоскости индуцирует поле расстояний до неё. Если в одной 
полуплоскости брать расстояние до прямой со знаком плюс, а в другой – со знаком 
минус, то графиком поля будет плоскость, наклонённая к исходной под углом 45˚.  
Её линии уровня параллельны исходной прямой, а линии стока (градиента) ей пер-
пендикулярны. Их направление можно задать единичным вектором (a; b), перпенди-
кулярным исходной прямой. Уравнение поля примет вид z = aх + bу. Отметим, что 
выбор поля неоднозначен, т.к. знаки в полуплоскостях можно поменять.

Расстояние до сторон треугольника есть суперпозиция трёх скалярных полей,  
а её графическое представление тоже плоскость. Возможны несколько вариантов вы-
бора исходных полей, но мы остановимся на том, при котором внутри треугольника 
все поля положительны. Рассмотрение других вариантов приводит к вневписанным 
окружностям.

Вектор линии стока суперпозиции равен сумме векторов трёх исходных полей. 
Действительно, пусть даны три поля z = aiх + biу (i = 1, 2, 3). Их суперпозиция имеет 
уравнение z = (a1 + a2 + a3)х + (b1 + b2 + b3)у, что и соответствует суммированию век-
торов градиента.

Теорема. Сумма векторов ОА1, ОВ1 и ОС1 (рис. 19) равна вектору ОI, где О и 
I – центры описанной и вписанной окружностей треугольника АВС соответственно. 
Иными словами линии стока суммы расстояний до сторон треугольника АВС парал-
лельны прямой ОI.

Доказательство теоремы является весьма простым (рис. 20). Сумма векторов ОС1 
и ОА1 параллельна биссектрисе ВВ1, поскольку А1ОС1 и АВС – углы со взаимно пер-
пендикулярными сторонами. Следовательно, конец вектора равного сумме всех трёх 
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векторов ОА1, ОВ1 и ОС1, найденный по правилу параллелограмма, лежит на этой 
биссектрисе. Но если начать с векторов ОА1 и ОВ1, то конец этого же вектора , лежит 
на биссектрисе СС1. Из этого следует, что конец вектора равного сумме всех трёх 
векторов ОА1, ОВ1 и ОС1 есть точка пересечения биссектрис. Отметим, что векто-
ры ОА1, ОВ1 и ОС1 имеют длину R, поэтому для получения функции, реализующей 
именно расстояние, необходимо умножить каждый из этих векторов на число 1/R.

Рис. 19. Рис. 20.

Теорема позволяет вписать в окружность треугольник с заданными направлени-
ями сторон. Для этого нужно построить вектора ОА1, ОВ1 и ОС1, сложить их (найти 
точку пересечения биссектрис I) и, проведя биссектрисы IА1, IВ1 и IС1 найти верши-
ны треугольника.

Значение поля z0 в точке О равно R (cos α + cos β + cos γ), где R – радиус описанной 
окружности, а α, β и γ – углы треугольника, может быть вычислено с помощью скаляр-
ного квадрата вектора ОI. Пусть │ОI│= d, тогда согласно пункту 3 оба вектора (a; b)  
и (Δх; Δу) равны ОI. ОI2 = d2 = (ОА1 + ОВ1 + ОС1)

2 = 3 R2–2R2(cos α + cos β + cos γ).  
Окончательно, z0 = (3 R2 – d2)/ 2R.

Вдоль вектора ОI поле убывает на d2 / R. Следовательно, значение поля в точке I 
равно 3r = (3 R2–3 d2)/ 2R, где r – радиус вписанной окружности, т.е. r = (R2 – d2)/2R.

Рассмотрим окружность ω1 радиуса R с центром О и впишем в неё треугольник 
А0В0С0. В него в свою очередь впишем окруж-
ность ω2 с центром I и радиусом r. Расстояние 
ОI обозначим через d. На окружности ω1 выбе-
рем произвольную точку А. После этого на той 
же окружности ω1 легко найти точки В и С, та-
кие, что сумма векторов ОА, ОВ и ОС равна ОI. 
Окружность, вписанная в треугольник АВС, по 
доказанному имеет центр в точке I. Кроме того, 
её радиус вычисляется однозначно по R и d, т.е. 
равен r. Итак, окружности, вписанные в треуголь-
ники АВС и А0В0С0, совпадают. Рис. 21.
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Мы получили частный случай поризмы Понселе [7]. Рассмотрим вписанную и 
описанную окружности некоторого треугольника. Взяв на первой из них произволь-
ную точку А, проведём хорду АВ, касающуюся вписанной окружности, затем касаю-
щуюся её хорду ВС, а в заключении хорду CD. Тогда точки А и D совпадут (рис. 21).

4. КРИВЫЕ, ПОРОЖДАЕМЫЕ ПОЛЯМИ  
НА ДЕКАРТОВОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрение двух или нескольких объектов, среди которых есть порождающие 
нелинейные поля, приводит к естественному появлению на плоскости различных 
кривых, прежде всего, кривых второго порядка.

Одно из определений параболы таково: геометрическое место точек равноуда-
лённых от точки А и прямой L. Пусть точка А имеет координаты (0; 1), а прямая L –  
уравнение у + 1 = 0. Индуцированные ими поля описываются уравнениями: z2 = x2 + 
+(y – 1)2 и z = y + 1. Парабола является проекцией на координатную плоскость линии 
пересечения соответствующих поверхностей: x2 + (y – 1)2 = (y + 1)2. Таким образом, 
одновременно получено уравнение параболы у = 1

4
x2 и намечен путь для доказатель-

ства того, что парабола является коническим сечением.
Другие кривые второго порядка появляются, когда одно 

из полей индуцируется несколькими прямыми. Например, 
если рассмотреть поле индуцируемое двумя прямыми L1 
и L2, пересекающимися в точке А(х1; у1) и ортогональны-
ми к единичным векторам (a1; b1) и (a2; b2), то оно является 
суммой полей z = a1∙(x – x1) + b1∙(y – y1) и z = a2∙(x – x1) + b2∙ 
(y – y1). Таким образом, это поле представляется плоскостью 
z = (a1 + a2)∙(x – x1) + (b1 + b2)∙(y – y1). Легко понять, что линии 
стока и линии уровня параллельны биссектрисам углов, обра-
зованных прямыми L1 и L2 (рис. 22).

Определим вид геометрического места точек N(х; у) таких, что расстояние МN до 
точки М(х0; у0) равно сумме расстояний от N до прямых L1 и L2. Положим, что х0 = 0 
и у0 = 1. Кроме того, пусть уравнения прямых L1 и L2 имеют вид у = k∙x и у = – k∙x, 
или в нормальном виде 

2 2

1 0
1 1

k x y
k k

± − =
+ +

.

Индуцированное точкой М поле задаётся уравнением z2 = x2 + (y – 1)2. Индуци-

рованное прямыми L1 и L2 поле описывается уравнением z = 
2

2

1
y

k
−

+
. Искомое 

геометрическое места точек является проекцией на координатную плоскость линии 

пересечения соответствующих поверхностей: x2 + (y – 1)2 = 2

4
1k +

y2. После преоб-

разований получаем уравнение x2 ± р2

 
y2–2у +1 =0, где р2 = ±, в зависимости от знака 

выражения. При k = 3  искомое геометрическое место точек является параболой.  
В противном случае уравнение приобретает либо вид x2 + (рy – 1/р)2 = 1/ р2–1 (при k > 3 ,  

Рис. 22.
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когда р2 = 
2

2

3
1

k
k

−
+

), то есть описывает эллипс, либо вид (рy + 1/р)2 – x2 = 1 + 1/ р2 (при 

k < 3 , когда р2 = – 
2

2

3
1

k
k

−
+

), то есть описывает гиперболу.

Если рассмотреть с этих позиций треугольник – фигуру, связанную с множеством 
замечательных точек и прямых, то каждая пара объектов вида точка – прямая порож-
дает параболу.

Прежде всего, естественно рассмотреть каждую 
из вершин треугольника и её противоположную сто-
рону. В результате будут получены три параболы. 
Докажем, что в треугольнике АВС парабола, инду-
цированная вершиной А и противоположной ей сто-
роной ВС касается биссектрис треугольника, прохо-
дящих через вершины В и С (рис. 23).

Осью симметрии упомянутой параболы является 
высота треугольника, опущенная из вершины А на 
сторону ВС. Очевидно, что биссектрисы внутренних 
углов треугольника, проходящие через вершины В и 
С, не параллельны оси симметрии параболы. Но для 
прямых, обладающих этим свойством, верно следу-

ющее утверждение: если прямая не параллельна оси симметрии параболы и имеет  
с ней единственную общую точку, то она касается данной параболы.

Все точки биссектрисы BD равноудалены от сторон треугольника АВ и ВС. Если 
из точки А восстановить к стороне АВ перпендикуляр, то точка D его пересечения  
с биссектрисой BD – единственная точка этой биссектрисы равноудалённая от точки 
А и стороны ВС. Итак, D единственная точка биссектрисы, лежащая на параболе. 
Таким образом, парабола и биссектриса касаются друг друга. Точно такие же рас-
суждения показывают, что параболы касаются не только биссектрис внутренних,  
но и внешних углов треугольника.

Из этого факта легко получить следующее утверждение: если треугольник АВС 
является правильным, то соответствующие параболы касаются друг друга в точках, 
лежащих на описанной окружности (рис. 24).

Поскольку для треугольника характерна группировка прямых по три: три стороны, 
три медианы, три высоты и т.д., возникают разнообразные возможности рассмотрения 
полей, индуцированных тремя прямыми и точкой. В качестве примера можно приве-
сти геометрическое место точек, среднее арифметическое расстояний от каждой из 
которых до сторон треугольника равно расстоянию до точки пересечения биссектрис.

Мы, однако, рассмотрим более сложную конструкцию. Пусть О – центр описан-
ной окружности треугольника АВС. Выберем на плоскости произвольную точку М. 
Прямые АМ, ВМ и СМ называются чевианами. Чевианы, пересекающиеся в точке М, 
и точка О индуцируют два скалярных поля. Пересечение соответствующих поверх-
ностей – плоскости и конуса, является кривой второго порядка, одна из полуосей 
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которой указывает направление убывания поля чевиан. Проекция соответствующей 
полуоси на плоскость треугольника АВС, рассматриваемая как вектор, может быть 
перенесена в точку М. Таким образом, каждой точке плоскости сопоставлен вектор, 
то есть получено векторное поле.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье рассматриваются различные подходы к решению экстремальных 
задач геометрического характера, в частности элементарно-геометрические методы. 
Кроме того, описывается подход, связанный с рассмотрением аналогов силовых по-
лей, индуцируемых различными геометрическими фигурами. Объём статьи не позво-
лил затронуть даже тот ряд вопросов, которые выявляют взаимосвязь упомянутых 
подходов. По этой причине авторы предполагают написание новой статьи, являю-
щейся продолжением данной публикации.
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Представлен сравнительный анализ образовательных результатов студентов, 
завершивших курсы по математическим методам в психологии при смешанном 
(N=404) и онлайн-обучении (N=405). Исследование проведено в Московском 
государственном психолого-педагогическом университете. Студенты онлайн-
обучения показали в среднем более высокие результаты по сравнению  
с группой смешанного обучения по входному тесту, по итоговому тесту и по 
итоговой оценке за курс, однако разность в средних по всем трем показателям 
минимальна, а значимость различий обеспечивается большим объемом 
выборки. На меньшей выборке на этапе итогового тестирования и итоговой 
оценки за ЭУК значимых различий при смешанном и при онлайн обучении 
не выявлено. Предметные результаты студентов магистратуры и программ 
второго высшего образования, с одной стороны, и программ первого высшего –  
с другой, также практически одинаковы: различия по итоговому тесту и 
итоговой оценке за ЭУК находятся на грани статистической значимости, причем 
разность в средних минимальна и составляет лишь около одного процентного 
пункта. Динамика изменения средних значений по показателям академических 
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достижений в группах смешанного и онлайн обучения демонстрирует весьма 
выраженный – около 50 процентных пунктов – рост показателей итогового 
теста по сравнению с входным, а затем менее выраженный спад результатов 
через 1–1,5 месяца, которые все же остаются значимо выше входных. При этом 
в группе онлайн-обучения спад очень незначительный, то есть динамика лучше. 
Последний результат требует дальнейшей проверки при более уравненных 
условиях внешнего тестирования.

Ключевые слова: цифровая образовательная среда университета, электронный 
учебный курс, смешанной обучение, перевернутый класс, онлайн-обучение
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1. ВВЕДЕНИЕ

В высшем образовании прослеживается значительный рост и расширение воз-
можностей использования онлайн-технологий. Бурное развитие получили электрон-
ные учебные курсы (ЭУК), которые используются в нескольких форматах: в формате 
полностью самостоятельного изучения с просмотром видеолекций, выполнением 
заданий и т.д.; в онлайн-формате в вебинарных комнатах, где сохраняется онлайн- 
коммуникация с преподавателем и обучающимися; в гибридном формате, где у об-
учающихся есть возможность личного взаимодействия с сокурсниками и педаго-
гами; в модели «перевернутый класс», реализуемой как при смешанном, так и при  
онлайн-обучении, и т.д. При этом ЭУК должен быть размещен на платформе-носителе –  
Learning Management System (LMS, система управления учением).

Различные аспекты обучения в цифровых средах и оценки его результативности 
широко представлены и активно обсуждаются в зарубежных эмпирических исследова-
ниях. В аналитическом обзоре [1] на материале зарубежной научной периодики пока-
заны направления повышения эффективности онлайн-образования с точки зрения ор-
ганизации учебного процесса, способов повышения мотивации, работы с материалом 
и коммуникации его участников, а также технической стороны. Действительно, разно-
образные форматы онлайн-обучения требуют критического анализа, выстроенного на 
эмпирических и экспериментальных исследованиях результативности их использова-
ния. Одним из критериев эффективности разных форм обучения становятся образова-
тельные результаты студентов. Более того, считается, что результаты освоения курса 
могут быть показателем оценки общего качества программ онлайн-обучения [23].

В сравнительных исследованиях результативности обучения в традиционно- 
очном формате (ТОО), с одной стороны, и смешанном или онлайн-формате, с другой, 
в целом, не подтверждается каких-либо преимуществ первого. Весьма примечате-
лен также широкий спектр дисциплин, в которых новые цифровые форматы нашли 
применение. Исследование S. Gulsecen и др. [9] показало, что по некоторым резуль-
татам обучения программированию различий между студентами при разных видах 
обучения нет, но итоговый балл был существенно ниже при онлайн обучении. Заме-
тим, однако, что это исследование датируется 2013-м годом. Исследование J. Paul and 
F. Jefferson, проводившееся 8 лет (с 2009 по 2016 гг.) показало, что нет существенных 
различий в эффективности студентов при изучении наук об окружающей среде [17].  
Мета-анализ L. Pei и H. Wu [18] показывает, что в медицинском образовании нет 
достаточных оснований считать, что очное обучение эффективнее. Исследование 
J. Cavanaugh и S.J. Jacquemin [8] с использованием данных более 5000 курсов, препо-
даваемых более 100 преподавателями за десятилетний период, показало, что разли-
чия в оценках по 4х-балльной шкале между различными видами обучения составили 
всего 0,07 балла. При этом наибольшее влияние на успеваемость при любом методе 
обучения оказывает средний балл: чем лучше студент умеет учиться, тем эффектив-
нее он осваивает курс, вне зависимости от формата. Это подтверждается и в исследо-
вании C.S. Lang и др. [13], где показано, что образовательные результаты студентов  
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в онлайн-курсах существенно не отличаются от результатов студентов, обучающих-
ся в очном формате. В работе A.R. Hurlbut [12], наоборот, обнаружено, что студенты 
традиционного обучения обычно получают несколько более высокие оценки за зада-
ния, чем те, кто участвовал в онлайн-курсах; однако на общую результативность по-
влияло принятие/непринятие студентами онлайн-курсов. Студенты онлайн-курсов, 
которые сообщили, что им комфортно учиться в виртуальной среде, и которые удов-
летворены качеством преподавания, показали лучшие результаты, чем студенты тра-
диционной формы обучения [12]. В исследовании М.Г. Сороковой [5] сравнивались 
образовательные результаты студентов, изучавших курс математических методов  
в психологии в ТОО подходе и с помощью ЭУК в смешанном формате по модели 
«перевернутый класс». Образовательные результаты студентов после прохождения 
ЭУК статистически значимо улучшились. Результаты студентов в группе смешанно-
го обучения в ЭУК на выходе в среднем достоверно выше, чем в группе традиционно- 
очного обучения, однако входного тестирования в группе ТОО не проводилось. 

Известно, что смешанное обучение позволяет сочетать в себе преимущества 
очного и дистанционного образования, что подтверждается рядом мета-исследова-
ний. В мета-анализе A. Vallée и др., включающем 56 исследований (N=9943) пока-
зано, что смешанное обучение способствует лучшим результатам при оценках зна-
ний, чем традиционное [22]. В мета-анализе R.M. Bernard и др. [6] подтверждается,  
что по результатам академических достижений смешанное обучение превосходит 
традиционное на треть стандартного отклонения. Мета-анализ B. Means и др. [15] 
свидетельствует о том, что в среднем успеваемость студентов при смешанном об-
учении несколько выше, чем при традиционном; при этом статистически значимые 
различия обнаруживаются при сравнении смешанного обучения с традиционным,  
но не в случаях сравнения полностью дистанционного обучения с традиционным.

Основное внимание в сравнительных эмпирических исследованиях уделяется 
методам и средствам применения цифровых технологий в образовании для выявле-
ния факторов повышения их эффективности. Обнаружено, что на образовательные 
результаты в онлайн-курсах влияет дизайн и логика курса, возможность контактов 
с преподавателями, интерактивность; показано превосходство гибридной среды  
в сравнении с полностью онлайн-средой [19]. При этом степень интерактивности он-
лайн-курсов является одним из основных критериев их продуктивности. Подчерки-
вается, что и в онлайн, и в традиционном обучении важнейшую роль играет обратная 
связь с преподавателем, которая попадает в пятерку наиболее полезных стратегий, 
предполагающих, что именно преподаватель играет ключевую роль при обучении 
в разных средах [12]. Анализ опыта обучения студентов и их успеваемости в уни-
верситетских курсах по химии для бакалавриата, проведенный в [14] показал, что 
стратегия смешанного обучения, именуемая «Открывать, учиться, практиковаться, 
сотрудничать и оценивать», положительно влияет на студентов и преподавателей. 

Исследовательский интерес прикован и к внедрению самых разнообразных тех-
нологий для расширения коммуникации в онлайн. Это и использование онлайн-до-
ски для групповых обсуждений, что способствует усилению мотивации и повыше-
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нию академической успешности [7]; внедрение индивидуализированного подхода, 
существенным образом влияющего на успеваемость, самоэффективность и мотива-
цию студентов при смешанном обучении [24]; использование модели «перевернутый 
класс» с элементами геймификации как инновационной стратегии для содействия 
вовлечению студентов и повышению образовательных результатов [11]. Показано, 
что обучение в перевернутых классах онлайн не оказывает значительного влияния 
на краткосрочные, но оказывает значительное влияние на долгосрочные результа-
ты обучения [10]. В аналитическом обзоре [16] с использованием 5-ти баз данных 
рандомизированных испытаний, в которых измеряли обучающий эффект от видео 
среди студентов колледжей, отмечается, что добавление видео в электронные курсы 
способствует эффективности процесса обучения.

Таким образом, исследования разных средовых условий не дают четкого представ-
ления относительно образовательных результатов студентов в электронных курсах, 
и если академические достижения студентов, обучающихся в электронных курсах, 
при смешанном и онлайн-форматах обучения за рубежом изучаются довольно актив-
но, то соотношение предметных результатов студентов разного уровня образования 
(магистратуры, второго высшего образования, первого высшего), а также эффекты 
обучения в электронных курсах в смешанном и онлайн-форматах по сравнению с пер-
воначальным уровнем знаний, представлены лишь частично. Большой дефицит эм-
пирических исследований по данной проблематике наблюдается в российской науке.

Для восполнения данного пробела нами было проведено настоящее исследование, 
которое позволит внести свой вклад в практику высшего образования для совершенство-
вания онлайн-обучения. Исследовательские вопросы, на которые предстоит ответить:
1.	 Различаются ли академические достижения студентов, обучающихся в электрон-

ных курсах, при смешанном и онлайн-форматах обучения?
2.	 Как соотносятся предметные результаты студентов магистратуры и программ второ-

го высшего образования, с одной стороны, и программ первого высшего – с другой?
3.	 Есть ли эффект обучения в электронных курсах в смешанном и онлайн-форматах 

по сравнению с первоначальным уровнем знаний? 

2. МЕТОД

Участники исследования. Выборку составили 809 студентов Московского го-
сударственного психолого-педагогического университета (ФГБОУ ВО МГППУ), 
завершившие электронные учебные курсы (ЭУК) по математическим методам в пси-
хологии, из них 418 студентов магистратуры и программ второго высшего образо-
вания (14,6 % мужчин, 85,4 % женщин) и 391 студент бакалавриата и специалитета 
программ 1-го высшего образования (16,1 % мужчин, 83,9 % женщин), различий по 
полу нет (2 = 0,36,  p = 0,55). При этом 404 студента (49,9%) обучалось в смешан-
ном формате (из них 18,3% мужчин, 81,7% женщин), 405 студентов (50,1%) – в он-
лайн-формате (из них 12,6% мужчин, 87,6% женщин), в первой группе доля мужчин 
несколько преобладает (2 = 5,56, p = 0,02), однако статистические различия могут 
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объясняться и размером выборки. Распределения студентов смешанного (54,0% vs 
46,0%) и онлайн-обучения (49,4% vs 50,6%) по группам магистратуры и программ 
2-го высшего образования, с одной стороны, и программ 1-го высшего – с другой, не 
различаются (2 = 1,70, p = 0,19).

Контекстные параметры выборки «возраст» и «занятость» собирались с помощью 
анонимной анкеты обратной связи для анализа опыта обучения, которую студенты за-
полняли после завершения ЭУК. Анкету заполнили N = 344 студента, обучавшиеся 
в смешанном формате и N = 396 – в онлайн-формате, всего 740 студентов. По этой 
усеченной выборке возрастных различий не выявлено (2 = 7,41, р = 0,116). Различий 
по типу занятости также не выявлено (2 = 1,21, р = 0,545). Соотношение долей не 
работающих студентов в группах смешанного и онлайн-обучения 36,0% vs 39,6%; тех,  
у кого работа не связана с программой или специальностью обучения, - 36,9% vs 33,6%; 
работа связана с программой обучения у 27,0% vs 26,8% респондентов соответственно.

Дизайн исследования. Исследование проведено в рамках 2-хлетнего научно- 
исследовательского проекта «Цифровые технологии в высшем образовании: разра-
ботка технологии индивидуализации обучения средствами электронных учебных 
курсов». Всего в эксперименте приняли участие студенты 45 академических групп 
6-ти факультетов МГППУ. Студенты бакалавриата и специалитета изучали ЭУК «Ма-
тематические методы в психологии», студенты магистратуры направления «психоло-
го-педагогическое образование» – ЭУК «Статистические и математические методы  
в психолого-педагогических исследованиях», а направления «психология» – ЭУК 
«Математическая обработка данных психолого-педагогических исследований  
в программе SPSS». Курсы реализованы на платформе Moodle и размещены на сайте 
https://e-learning.mgppu.ru. Автор, разработчик и преподаватель курсов – профессор 
кафедры прикладной математики М.Г. Сорокова. Семинары в 2-х группах специали-
тета и 2-х группах магистратуры вели другие преподаватели. 

Перед началом изучения ЭУК студент проходит входной тест, после чего ему от-
рываются все материалы курса. Оценка за ЭУК складывается из оценок по 3-м тестам 
в первых 3-х модулях, итоговому тесту и оценки за индивидуальное кейс-задание 
(ИКЗ). ИКЗ предполагает решение 6-ти кейс-заданий из области психолого-педаго-
гических исследований в SPSS по вариантам (100 вариантов). Через 1-1,5 месяца по 
окончании обучения студенты проходили рубежный контроль – внешний тест через 
Отдел мониторинга качества профессионального образования (ОМКПО) МГППУ. 
Входной, итоговый тесты в ЭУК и внешний тест идентичны. 

В осеннем семестре 2019-2020 у.г. студенты обучались в смешанном формате по 
модели «перевернутый класс» [2]. Смешанное обучение (blended learning, BL) озна-
чает сочетание очного и онлайн-форматов обучения, а «перевернутый класс (flipped 
classroom, FC) – одна из его моделей, при которой студенты изучают новый материал 
дома самостоятельно с помощью видео, интерактивных заданий, онлайн-учебников, 
презентаций, тестов и других материалов, а на очных семинарах – активизируют и 
обсуждают эту информацию при модерирующей роли преподавателя, отвечают на во-
просы, решают аутентичные кейсы из области психолого-педагогических исследова-
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ний в статистическом пакете SPSS и т.д. Если при традиционно-очной форме обучения 
преподаватель на лекциях объясняет новый материал, а студенты дома его повторяют и 
выполняют задания, то в модели «перевернутый класс», как видим, все наоборот. Мо-
дель «перевернутый класс» может применяться также полностью в онлайн-формате:  
в этом случае студенты решают кейсы самостоятельно вне рамок вебинара.

Управление обучением с помощью LMS Moodle или любой такой платформы 
не сводится исключительно к размещению там учебных материалов, ее возможно-
сти индивидуализации учебного процесса гораздо шире. Во-первых, студент всегда 
оставляет цифровой след, поэтому преподаватель знает в любой момент о каждом 
студенте все, и это помогает принимать решения о процессе обучения как отдельного 
студента, так и группы в целом и гибко перестраивать его. Во-вторых, преподаватель 
всегда доступен для студента, поэтому контакты между ними интенсифицируются. 
Например, студенты могут обсуждать с преподавателем и друг с другом вопросы на 
форуме, писать преподавателю индивидуально, причем вся переписка рассортирова-
на по адресатам. Есть опция веерной рассылки информации. В-третьих, вся отчет-
ность – тесты, кейсы студентов и пр. – проходится студентами в индивидуальном 
темпе, преподаватель может это регулировать, устанавливать дедлайны, условия до-
ступа к тестам и др. Есть еще множество опций, которые существенно по сравнению 
с традиционным подходом увеличивают возможности интенсификации и гибкого 
управления процессом учения при модерировании его преподавателем. 

В осеннем семестре 2020-2021 учебного года во все ЭУК с целью большей инди-
видуализации процесса обучения были добавлены интерактивные задания для само-
стоятельной работы студентов с видео-лекциями и видеороликами решения кейсов  
в SPSS. При просмотре видео запись периодически останавливается и студенту пред-
лагаются разнообразные проверочные задания, например, вписать недостающие сло-
ва в текст или выбрать такие слова из предложенного набора, ответить на вопрос «да» 
или «нет», выбрать правильный ответ из предложенных, решить мини-кроссворд и 
т.д. Есть опция показа правильных ответов и повторного выполнения заданий. Кроме 
того, все семинарские занятия проходили полностью в онлайн-формате, т.к. весь уни-
верситет работал в дистанционном режиме.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Проверка различий результатов итогового теста и итоговой оценки по ЭУК про-
водилась с помощью двухфакторного ковариационного анализа (ANCOVA) 2х2,  
где в качестве ковариаты рассматривались результаты входного теста. Ковариата ис-
пользована для удаления посторонней вариации из зависимой переменной и выявле-
ния эффектов факторов. Факторами стали формат обучения (смешанное vs онлайн) 
и уровень высшего образования (магистратура и второе высшее vs первое высшее).

Анализ показал, что различия по итоговому тесту между студентами магистра-
туры и второго высшего, с одной стороны, и первого высшего, с другой, находятся 
на грани статистической значимости (F(1, 804) = 3,78, р = 0,052), причем разность  
в средних составляет лишь около 1 процентного пункта, что согласуется с результата-
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ми нашего предшествующего исследования [3]. Совместного влияния обоих факторов 
также не выявлено (F(1, 804) = 0,05, р = 0,82). Вместе с тем, студенты онлайн-обуче-
ния показали в среднем более высокие результаты по сравнению с группой смешан-
ного обучения как по входному тесту (36,22 % vs 34,33 %), так и по итоговому тесту 
(86,17 % vs 84,21 %, F(1, 804) = 5,61, р = 0,018), то есть их небольшое преимущество 
в 2 процентных пункта сохранилось и после прохождения обучения в ЭУК. Эффект 
влияния ковариаты статистически значим (F(1, 804) = 16,68, р < 0,001). Критерий 
Ливиня подтверждает равенство дисперсий по итоговому тесту (F(1, 804) = 0,42,  
р = 0,74). Описательные статистики представлены в Табл. 1.

Аналогичные результаты получены при исследовании показателей итоговой оцен-
ки за ЭУК, выраженной в процентных пунктах (табл.1). Различия между студентами 
магистратуры и второго высшего, с одной стороны, и первого высшего, с другой, едва 
достигают уровня статистической значимости (F(1, 804) = 3,93, р = 0,048), совмест-
ного влияния обоих факторов нет (F(1, 804) = 1,04, р = 0,31). Вместе с тем, студенты 
онлайн-обучения по итоговой оценке за ЭУК результаты в среднем более высокие 
по сравнению с группой смешанного обучения (86,85 vs 84,12, F(1, 804) = 18,37,  
р < 0,001), но преимущество вновь составило менее 2-х процентных пунктов. Эффект 
влияния ковариаты статистически значим (F(1, 804) = 30,30, р < 0,0001). Согласно 
критерию Ливиня, дисперсии равны (F(1, 804) = 1,43, р = 0,23).

Группа
Среднее ± стандартное отклонение

NИтоговый
тест

Итоговая  
оценка за ЭУК

Смешанное 
обучение

Магистратура и 
второе высшее 84,91 ± 10,32 84,72 ± 9,01 218

Первое высшее 83,39 ± 11,16 83,41 ± 7,64 186

Всего 84,21 ± 10,73 84,12 ± 8,43 404

Онлайн обучение

Магистратура и 
второе высшее 86,43 ± 10,93 86,73 ± 7,94 200

Первое высшее 85,91 ± 10,54 86,98 ± 8,01 205

Всего 86,17 ± 10,72 86,85 ± 7,97 405

Всего

Магистратура и 
второе высшее 85,64 ± 10,63 85,68 ± 8,57 418

Первое высшее 84,71 ± 10,90 85,28 ± 8,03 391

Всего 85,19 ± 10,77 85,48 ± 8,31 809

Рассмотрим теперь динамику изменения образовательных результатов на входе, 
на выходе и через 1–1,5 месяца по окончании обучения. Сравнение всех показате-
лей успеваемости, то есть по входному, итоговому тестам и итоговой оценке в ЭУК, 
а также внешнему тесту через ОМКПО МГППУ проводилось с помощью двухфак-
торного дисперсионного анализа для смешанной схемы. Обратим внимание, что по 
организационным причинам не все студенты проходили внешнее тестирование как 
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при смешанном, так и при онлайн-обучении. При смешанном обучении в ОМКПО 
тестировались как студенты магистратуры и программ второго высшего, так и перво-
го высшего образования (N = 282), при онлайн-обучении – только первого высшего 
(N = 181), поэтому дисперсионный анализ был проведен на усеченной выборке, и его 
результаты несколько отличаются от результатов ANCOVA, полученных на полной 
выборке из N = 809 испытуемых. Результаты сравнения представлены на рисунке 1.

Рис. 1. Средние значения по показателям академических достижений в группах смешанного 
и онлайн обучения. Вертикальные отрезки обозначают 95 % доверительный интервал

Дисперсионный анализ показал статистически значимое взаимодействие между 
видом обучения и типом тестирования (F(3, 1383) = 142,27; p < 0,0001), следователь-
но, оценки за обучения изменяются по-разному в зависимости от типа обучения. 
Действительно, если на этапе входного тестирования студенты онлайн-обучения по-
казали более высокие баллы (апостериорный критерий Тьюки, р<0,001), то на этапе 
итогового тестирования и итоговой оценки результаты статистически значимо не 
различаются как при смешанном, так и при онлайн обучении (апостериорный кри-
терий Тьюки, р=0,65 и р=0,052 соответственно). При этом итоговые оценки не от-
личаются от оценок итогового теста как при одном, так и при другом виде обучения 
(апостериорный критерий Тьюки, р=0,99 и р=0,94). Интересно, что при отсрочен-
ном тестировании (внешний тест в ОМКПО) оценки становятся ниже по сравнению 
с итоговой оценкой как для смешанного обучения (апостериорный критерий Тью-
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ки, р<0,001), так и для онлайн-обучения (апостериорный критерий Тьюки, р=0,003), 
что закономерно, но если для онлайн обучения падение в успеваемости составляет 
всего 4 балла, то для смешанного обучения – 27 баллов, то есть более, чем на треть 
от исходного показателя. Таким образом, лучшая динамика изменения показателей 
наблюдается при онлайн-обучении.

Последний результат, однако, имеет ограничения, т.к. условия проведения внеш-
него тестирования не были одинаковыми для студентов обеих форм обучения. Если 
при смешанном обучении внешнее тестирование проводилось очно в компьютерном 
классе МГППУ в присутствии наблюдателя – сотрудника ОМКПО, то при онлайн- 
обучении студенты проходили его удаленно по ссылке из ОМКПО. Второй вариант 
дает больше возможностей для применения нечестных стратегий при тестировании, 
наличие которых признают студенты как бакалавриата и специалитета, так и маги-
стратуры [4, 20, 21]. В целом, при онлайн-обучении мы наблюдаем тот же эффект, 
что и при смешанном обучении [3, 20]: статистически значимый рост средних показа-
телей при итоговом тестировании по сравнению со входным, а затем спад при оценке 
отделенных результатов, которые, тем не менее, оставались значимо выше входных. 
Лучшие результаты внешнего теста при онлайн-обучении, возможно, объясняются 
также более коротким промежутком с момента окончания обучения, а именно, через 
1–1,5 месяца, в то время как при смешанном обучении интервал составил от 1,5 до 
4-х месяцев. Проблема устойчивости эффекта обучения в ЭУК как в смешанном, так 
и в онлайн-формате требует дальнейшего исследования.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Студенты онлайн-обучения показали в среднем более высокие результаты по 
сравнению с группой смешанного обучения по входному тесту, по итоговому тесту 
и по итоговой оценке за ЭУК, однако разность в средних по всем 3-м показателям 
минимальна и составляет всего 1,2–2 процентных пункта, а значимость различий 
обеспечивается большим объемом выборки. На меньшей выборке на этапе итогового 
тестирования и итоговой оценки за ЭУК значимых различий при смешанном и при 
онлайн обучении не выявлено. 

Предметные результаты студентов магистратуры и программ второго высшего 
образования, с одной стороны, и программ первого высшего – с другой, также прак-
тически одинаковы: различия по итоговому тесту и итоговой оценке за ЭУК находят-
ся на грани статистической значимости, причем разность в средних минимальна и 
составляет лишь около 1 процентного пункта, что согласуется с результатами нашего 
предшествующего исследования.

Динамика изменения средних значений по показателям академических достиже-
ний в группах смешанного и онлайн обучения демонстрирует весьма выраженный –  
около 50 процентных пунктов – рост показателей итогового теста в ЭУК по сравне-
нию со входными, а затем менее выраженный спад результатов через 1–1,5 месяца, 
измеренных по внешнему тесту, которые остаются значимо выше входных. При этом 
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в группе смешанного обучения он составил около 30 процентных пунктов, а в группе 
онлайн-обучения – всего 4, т.е. спад очень незначительный. Последний результат 
требует дальнейшей проверки при более уравненных условиях внешнего тестиро-
вания. Таким образом, эффект обучения в электронных курсах в смешанном и он-
лайн-форматах по сравнению с первоначальным уровнем знаний, несомненно, есть. 

Вернемся теперь к едва ли не основному вопросу, волнующему сейчас всё про-
фессиональное сообщество – исследователей, преподавателей, руководителей выс-
шего образования всех уровней и других стейкхолдеров: как повлиял стремительный 
переход в онлайн-формат на качество образования в вузах? Ещё немного полемически 
заострим вопрос: верно ли, что с переходом в онлайн качество высшего образования 
неминуемо ухудшается, а цифровые технологии – это «неизбежное зло»? Заметим, что 
последняя постановка вопроса представляется нам, как минимум, некорректной, так 
как цифровые технологии в образовании – это мощный общемировой тренд, в русле 
которого, как показано выше, уже лет 10 выполняются многочисленные эмпирические 
исследования. Ситуация пандемии лишь катализировала эти процессы, и те вузы, кто 
был готов к переходу в онлайн-формат, выдержали его с честью. Наше исследование 
показывает, что учебный процесс на основе ЭУК как в смешанном, так и в онлайн- 
формате, является весьма эффективным. При этом переход в онлайн-формат проходит 
абсолютно безболезненно: очные семинары превращаются в вебинары – это синхрон-
ное обучение, а все материалы для самостоятельного изучения, выполнения заданий, 
тестов, кейсов и т.д. по-прежнему размещаются в ЭУК – это асинхронная его часть. 
На наш взгляд, формула «электронный курс плюс» может быть в перспективе форму-
лой современного подхода в высшем образовании: ЭУК плюс очные семинары – это 
смешанный формат изучения курса, ЭУК плюс вебинары – это онлайн-формат, ЭУК 
плюс модерирование процесса изучения курса преподавателем вообще без вебинаров, 
а только через форумы и коммуникацию со студентами внутри ЭУК средствами LMS –  
это формат МООК. Все три формата очень перспективны, объективно востребованы 
и предоставляют широкие возможности индивидуализации и вариативности учебного 
процесса, необходима дальнейшая систематическая разработка методов такого обуче-
ния при продолжении сопутствующих эмпирических исследований. 
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The article presents a comparative analysis of the academic achievements of students 
who completed e-courses on mathematical methods in psychology by means of 
blended learning (N = 404) and online learning (N = 405). The research was carried 
out at the Moscow State University of Psychology and Education. Students in online 
learning achieved, on average, higher results compared with the blended learning 
group in the pre-test, post-test, and final course grades, however, the difference in 
the means for all 3 indicators is minimal, and the significance of the differences is 
provided by the large sample size. In a smaller sample, no significant differences in 
post-test and final course grades were found between the two groups. The academic 
achievements of graduate and undergraduate students are also practically equal: 
the differences in the post-test and final grade are on the verge of statistical significance, 
and the difference in the means is minimal and is only about 1 percentage point, which 
is consistent with our previous study. The dynamics of changes in the average values 
for academic achievement indicators in the groups of blended and online learning 
showed a very pronounced – about 50 percentage points – growth in the posttest 
indicators compared to the pretest, and then a less pronounced decline in results after 
1–1.5 months, measured according to the external test, which remain significantly 
higher than the pre-test. The decline in the online learning group is very minor, i.e., the 
dynamics is better. The latter result requires further verification under more equalized 
external testing conditions. The effect of learning in e-courses in both blended and 
online formats has been statistically proven. The “e-course plus” formula is proposed 
as a formula for a modern approach in higher education.

Keywords: digital educational environment of the university, e-learning course, 
blended learning, flipped classroom, online learning
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Применение цифровой адаптивной платформы 
для обучения программированию с функцией 
формирования навыков командной работы
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье «Особенности программной реализации цифровой адаптивной плат-
формы для обучения программированию с функцией формирования навыков ко-
мандной работы» [1] была представлена концепция, позволяющая обучать про-
граммированию учащихся разного уровня, в частности, студентов высших учебных 
заведений. Были исследованы аналоги, выявлены их недостатки и сформулированы 
критерии, которым должна удовлетворять цифровая платформа для преодоления 
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этих недостатков. Было обосновано применение платформы в качестве инструмен-
та для психолого-педагогических исследований в специфической востребованной 
области, связанной с обучением информационным технологиям и формированием 
навыков командной работы и взаимодействия обучающихся в группе. Материал 
упомянутой статьи позволяет ознакомиться с проблематикой, построить архитек-
туру цифровой платформы и проверить ее по составленным критериям на соответ-
ствие заявленной в работе концепции.

Однако, детали, связанные с подходом к обучению платформы, равно как и при-
меры реализации предъявляемого задания, а также демонстрация способов реализа-
ции принципов информационной безопасности в ходе работы платформы не была 
продемонстрирована в упомянутой выше статье.

Материал этой статьи призван восполнить этот недостаток и представить более 
полное изложение существенных деталей работы платформы и характер взаимодей-
ствия с обучающимся пользователем (студентом) в рамках поставленных выше задач.

Хотя скрупулезное описание конкретных деталей выбранного решения для 
построения цифровой адаптивной платформы для обучения программированию  
с функцией формирования навыков командной работы с точки зрения безопасности 
и обеспечения адаптивности (например, описание конкретной модели машинного 
обучения, используемой в процессе генерации адаптивного сценария, или конкрет-
ные версии операционных систем и других приложений и модулей, составляющих 
окружение клиент-серверной архитектуры) и выходит за рамки материала данной 
статьи, для полноты изложения и ответа на основные вопросы о принципах работы 
платформы необходимо в общих чертах, на уровне обобщенных алгоритмов и по-
следовательности выполняемых шагов, описать структуры и процессы, отвечающие  
за информационную безопасность, за процедуру взаимодействия пользователя с ра-
бочей средой и за механизмы адаптивности платформы.

Необходимо также предоставить информацию о деталях такого взаимодействия 
в виде снимков экрана в ходе исследования рабочей среды, деталей и особенностей 
платформы в аспекте предоставляемых пользователю интерфейсов для изменения 
состояний рабочей среды с целью выполнения индивидуальных заданий или части 
коллективного задания, описать предметный характер этих заданий, чтобы было по-
нятно, о чем идет речь и как именно формируется единое задание, предъявляемое  
в качестве окружения рабочей среды.

Перейдем непосредственно к вопросам, связанным с интерфейсами среды на сто-
роне клиента.

2. ОБЗОР ИНТЕРФЕЙСА ГРАФИЧЕСКОЙ СРЕДЫ  
АДАПТИВНОЙ ПЛАТФОРМЫ НА СТОРОНЕ КЛИЕНТА

Возможный вид графической среды после авторизации студента (обучающегося) 
продемонстрирован на рис. 1.
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Рис. 1. Графический интерфейс для пользователя платформы 
(обучающегося) на стороне клиента

Слева располагается окно рабочей среды или карта лабиринта, указывающая ме-
стоположение агента (машины), которым управляет студент, в двумерном простран-
стве. Фон лабиринта, изображение агента и отображение элементов, блокирующих 
движение агента, зависит от деталей общего сценария, определяющих декоративные 
элементы. В данном случае в качестве фона служит лес, в качестве элементов, блоки-
рующих движение агента – деревья.

Справа вверху располагается пространство информационной справки. Справка 
активируется при прохождении индивидуальных заданий для того, чтобы объяснять 
суть поставленной задачи, как с точки зрения сценария, так и с точки зрения при-
меняемых технологий программирования. Также пространство информационной 
справки, по запросу студента, может содержать подсказки, если таковые имеются 
для текущего индивидуального задания.

Справа внизу располагается консоль, через которую осуществляются все функ-
ции по взаимодействию с рабочей средой, в том числе, перемещение агента по лаби-
ринту, загрузка решений для индивидуальных и коллективных заданий, получение 
сведений о мире и статусе других участников и т.п. Взаимодействие осуществляется 
путем ввода набора команд, выполнение которых приводит к желаемым результатам.

Следует отметить, что «команды» берутся на основе функций и операторов из 
реально существующего языка программирования (в данной реализации – язы-
ка JavaScript), при этом функционал языка не урезается – в полной мере для взаи-
модействия с окружением рабочей среды и управлением агентом допускаются все 
стандартные конструкции применяемого языка, такие как циклы, условия, элемен-
ты объектно-ориентированной парадигмы и прочие возможности. Гипотетически,  
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это повышает риски с точки зрения информационной безопасности системы, однако 
в составе платформы реализованы специальные методы, предназначенные для защи-
ты контекста рабочей среды и предотвращения использования потенциальной бреши 
в безопасности системы (например, попытки обойти предполагаемое решение, полу-
чить прямой доступ к инкапсулируемым атрибутам агента, модифицировать состоя-
ния лабиринта или иным образом нарушить целостность системы). Эти специальные 
методы будут рассмотрены далее в этой статье.

Помимо элементов, предусмотренных сценарием, на карте лабиринта отобража-
ются элементы, связанные с прохождением индивидуальных заданий, а также в ячей-
ках поля лабиринта могут находиться невидимые элементы, усложняющие решение 
общей групповой задачи для формирования навыков командной работы.

Групповое задание представляет собой построение маршрута в двумерном про-
странстве, обусловленном параметрами рабочей среды; маршрут должен быть по-
строен таким образом, чтобы соединять поэтапно решенные элементы индивидуаль-
ных заданий – в контексте игры, данные передаются от одного элемента к другому,  
а решение индивидуальных заданий активирует элементы, то есть позволяет гене-
рировать передаваемые данные). Групповое решение объединяет результаты работы 
всех участников и реализуется сообща всей группой.

К элементам, усложняющим решение группового задания (а также позволяющим 
преодолевать усложняющие факторы), относятся:
1)	 «Стиратель» – действует неограниченно, уничтожает данные, полученные в ходе 

посещения элемента индивидуального задания при построении маршрута.
Возможное алгоритмическое решение: проверять переносимые данные на нео-

пределенность, в случае обнаружения утери данных запомнить клетку, в которой это 
произошло, в дальнейшем обходить. Вернуться к последнему посещенному элементу 
с индивидуальным заданием, получить данные заново.
2)	 «Жук» – действует один раз, случайным образом перемешивает значения команд 

(Например, команда «car.left()», перемещающая агента влево, может начать пере-
мещать его вверх).
Возможное алгоритмическое решение: последовательно проверять команды на 

наличие противоречий, в случае обнаружения противоречий выполнять команды по-
следовательно и по реакции среды определять их новое назначение.
3)	 «Искажатель» – действует один раз, перемешивает элементы индивидуальных за-

даний на карте.
Возможное алгоритмическое решение: посетить все элементы индивидуальных 

заданий и по возвращаемым данным сопоставить ожидаемые значения с новым ме-
стоположением.
4)	 «Телепорт» – действует неограниченно, перемещает агента в произвольное сво-

бодное место в двумерном пространстве рабочей среды.
Возможное алгоритмическое решение: проверять текущие координаты в соот-

ветствии с предпринятым ранее действием; если обнаружено несоответствие но-
вых координат ожидаемым («ожидаемой» ситуацией с точки зрения агента является 
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корректное перемещение или случай неудачной попытки перемещения, когда агент 
остается на месте), то запомнить клетку, в которой это произошло, в дальнейшем 
обходить. Вернуться к последней посещенной ячейке и передать управление основ-
ному алгоритму.
5)	 «Мина» – действует один раз, приводит агента в неработоспособное состояние.

Возможное алгоритмическое решение: необходимо использовать «Защитника» 
(см. ниже).
6)	 «Защитник» – программируемый внешний агент, способный выполнять задания и пе-

редавать данные о своем состоянии, в частности, координаты в двумерном простран-
стве, характеристики работоспособности, хранимые данные, полученные от элемента 
индивидуального задания. Может использоваться как дополнительный помощник по 
преодолению влияния элементов, усложняющих решение (например, может «обе-
звредить мину», пожертвовав собой), обычно появляется в сложных сценариях.
Разберем элементы индивидуального задания на примере. На рис. 2 на полностью 

видимой ячейке слева изображен подобный элемент – палатка.

Рис. 2. Пример элемента индивидуального задания

Для осуществления взаимодействия с этим элементом агент должен переместить-
ся в ту же ячейку, где находится в данный момент элемент. Процедура перемещения 
осуществляется с помощью консольных команд. Несмотря на то, что агент может 
находиться в единицу времени только в середине одной ячейки, анимация переходов 
отображает перемещение агента плавно. Благодаря внедренной в интерфейс техно-
логии SVG [3], разработанной Консорциумом World Wide Web (W3C) [5], существу-
ет возможность масштабирования без значительной потери качества для векторных 



Popkov S.I. 
Application of the Digital Adaptive Platform for Learning Programming...

Modelling and Data Analysis 2021. Vol. 11, no. 1.

83

элементов, а также предоставляется опция вертикальной и горизонтальной прокрут-
ки окна рабочей среды с помощью элемента «колесо» манипулятора «мышь» (рис. 3).

Рис. 3. Перемещение агента в двумерном пространстве рабочей  
среды в ходе выполнения консольной команды

Пример изменения графической среды на стороне клиента после осуществления 
взаимодействия агента с элементом показан на рис. 4.

Окно карты заменяется на изображение, демонстрирующее текущую стадию ре-
шения задачи для посещенного элемента. Текст слева вверху отражает суть задания, 
при этом задание генерируется с учетом индивидуальных особенностей студента,  
в зависимости от уровня его подготовки и допущенных ошибок в ходе решения пре-
дыдущих задач при взаимодействии с платформой. Консоль дает подсказку о коман-
де для возврата в обычный режим.

Если студент выбирает это задание в качестве индивидуального (в данном случае –  
собрать дрова), он пишет файл с кодом, который позволяет решить задачу для произ-
вольного набора входных данных (не только для предложенного в качестве примера 
в задаче). После этого код отправляется на сервер с помощью консоли, где прове-
ряется на корректность. Если код признан верным, индивидуальное задание может 
поменяться до тех пор, пока не будет предложен последний этап решения (например, 
задача «собрать дрова» может быть заменена на «развести костер», и только после 
этого этапа индивидуальное задание будет считаться решенным в контексте игры).

Пример финального экрана, демонстрирующего завершение выполнения индиви-
дуального задания, показан на рис. 5.

Выполнение индивидуального задания требует знаний в изучаемой области, а ре-
зультат решения задания с точки зрения сценария приносит пользу группе, делая 
возможным решение группового задания.
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Рис. 4. Последствия взаимодействия агента с элементом (палаткой)

Так, элемент «костер» может служить в связке с другими элементами, такими 
как «кузница» (разжечь кузнечные меха), «кухня» (приготовить провизию для по-
хода), «воздушный шар» (обеспечить взлет) и т.д., в зависимости от сценария и со-
вокупности индивидуально подобранных заданий. Например, построение маршрута 
от элемента «палатка», преобразованного корректным решением задачи в элемент 
«костер», до элемента «кузница» обеспечивает передачу данных между элементами, 
в семантическом контексте – обеспечение доставки огня в кузницу.

Рис. 5. Индивидуальное задание полностью  
решено и готово к отправке данных для группового задания
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3. ОБЩАЯ СХЕМА КОМПОНЕНТОВ,  
ОБЕСПЕЧИВАЮЩИХ АДАПТИВНОСТЬ ПЛАТФОРМЫ

Схема, раскрывающая общий принцип адаптивности, показана на рис. 6.
Обычные стрелки указывают на вызов блока (в направлении вызова), номера 

стрелок указывают последовательность вызовов между блоками (блок, из которого 
исходит стрелка с номером 1, является входной точкой, то есть с него начинается 
работа алгоритма, обеспечивающего адаптивность платформы). Пунктирные линии 
со стрелками указывают на вызов блока из другого процесса, пунктирные линии  
с точками указывают на взаимодействие блока с хранилищем, точка по направле-
нию к блоку указывает на операцию чтения, точка по направлению к хранилищу –  
на операцию записи.

Несмотря на распределенный характер адаптивной платформы и большое коли-
чество серверов и баз данных разного назначения, а также компьютеров в локальной 
сети, описанная схема позволяет абстрагироваться от программно-аппаратных особен-
ностей реализации платформы и сосредоточиться на взаимосвязях и логике компонен-
тов. С этой точки зрения, существуют 2 взаимодействующих между собой процесса.

Процесс адаптивной модификации задания, который объединяет между собой 
блоки «Загрузка адаптивного тестирования» и «Подготовка динамических элемен-
тов» и осуществляет загрузку и подбор динамических компонентов задания для фор-
мирования единого задания, предъявляемого участникам группы в рабочей среде.

Рис. 6. Общая схема принципа адаптивности платформы

Процесс обработки ввода пользователя, который объединяет между собой блоки 
«Обеспечение функционирования рабочей среды» и «Обработка результатов» и осу-
ществляет меры по обеспечению безопасного ввода, проверку корректности решений, 
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предлагаемых пользователем и учет его уровня навыков, а также реализацию проце-
дуры машинного обучения для подготовки новых заданий для участников группы.

Подробное представление схемы, описывающей принцип адаптивности, приме-
няемый в ходе работы цифровой адаптивной платформы, занимает слишком внуши-
тельный размер, чтобы ее можно было отобразить в одном наглядном изображении 
без сопутствующих проблем масштабирования.

Каждый из представленных четырех блоков будет раскрыт в нотации BPMN да-
лее. Схема компонентов показана в максимально общем виде, без раскрытия кон-
кретной модели машинного обучения, значений гиперпараметров, особенностей про-
цедуры оптимизации и прочих технических деталей, выходящих за рамки материа-
ла данной статьи. Основное внимание уделено общей процедуре, обеспечивающей 
взаимодействие компонентов, влияющих на обучение модели и определение уровня 
навыков пользователей с компонентами, отвечающими за безопасное функциониро-
вание рабочей среды и проверку данных, вводимых пользователем.

Структура блока «Загрузка адаптивного задания» приведена на рис. 7.

Рис. 7. Структура блока «Загрузка адаптивного задания»

Процесс адаптивной модификации задания начинается с загрузки основного 
задания, задающего детали сценария и декоративных элементов для всей группы. 
Обеспечивается уникальность предъявляемого задания (подразумевается, что банк 
достаточно большой, чтобы количество формулировок и скриптов для различных за-
даний и сценариев во много раз превышало количество возможных занятий студен-
тов с платформой – то есть число проводимых пар с участием цифровой платформы).

После этого основное задание подвергается семантическому разбору и выявле-
нию потенциально изменяемых фрагментов (слотов), которые можно заменить на 
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динамические элементы, чтобы обеспечить студентов индивидуальными заданиями 
с учетом их опыта работы с платформой и общего уровня навыков.

После этого управление передается группе операций, формирующих блок «Под-
готовка динамических элементов», описываемые операции схематически изображе-
ны на рис. 8.

На этом этапе все динамические элементы, которые соответствуют обнаружен-
ным в основном задании слотам, загружаются из базы данных вместе с сопровожда-
ющими их данными – описаниями заданий для разных уровней, декоративными эле-
ментами, а также серией тестов для запуска в интерактивной среде, обеспечивающей 
безопасность выполнения кода – «песочнице».

Рис. 8. Структура блока «Подготовка динамических элементов»

В зависимости от опыта и уровня навыков студента динамический элемент, 
предъявляемый в качестве индивидуального задания, подбирается в соответствии  
с критерием оптимальной сложности для выполняющего его студента. Этот критерий 
вычисляется на основе совокупности параметров, включая общий уровень группы, 
успеваемость по исследуемой в задаче теме, общее количество ошибок, допущенных 
студентом при выполнении предыдущих заданий и т.п.

Каждому элементу в слоте сопоставляется и загружается из базы данных сопро-
вождающая его серия проверок, входящих в единый протокол теста, определяющий 
правильность решения для данного элемента задания и характер сделанных ошибок 
для более точного вычисления критерия оптимальной сложности.

После того, как все слоты перезагружены и заменены актуальными для данной 
группы участников динамическими элементами, обновленное задание задает окру-
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жение рабочей среды и передает управление «песочнице», реализуемой в процес-
се обработки ввода пользователя. Данный процесс инициируется в ходе передачи 
управления в блок «Обеспечение функционирования рабочей среды», структура ко-
торого представлена на рис. 9.

Рис. 9. Структура блока «Подготовка динамических элементов»

Основное предназначение системы – изоляция ввода пользователя и проверка на 
валидность для предотвращения атак со стороны потенциальных злоумышленников, 
пытающихся скомпрометировать систему и получить доступ к банку заданий. Также 
система направлена на предотвращение вредоносных изменений в рабочей среде под 
воздействием ошибочного кода. 

Например, часть заданий подразумевает написание функций, осуществляющих 
модификацию дерева HTML DOM согласно заданным параметрам. Неосторожный 
запуск этих функций в рабочей среде может повредить ее окружению и графиче-
скому интерфейсу, получив доступ непосредственно к иерархии элементов HTML, 
составляющих интерфейс. В другом случае, преднамеренно с вредоносной целью на-
писанная функция может получить доступ к объекту, представляющему агента, и пе-
редать ложные данные на сервер, сфабриковав выигрышную для студента ситуацию.

Для того, чтобы избежать подобных ситуаций, создается виртуализированная 
изолированная среда – «песочница» (англ. “sandbox” [4]), предотвращающая попыт-
ки получения доступа к вводу-выводу со стороны выполняемых в ней программ.

Система активирует в фоновом режиме обеспечивающие информационную безо-
пасность службы, применяя шаблон проектирования «Наблюдатель». Службы, запу-
щенные в фоновом режиме, подготавливают «песочницу» и параметры изолирован-
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ного окружения для проверки ввода пользователя. Пользователь (студент) создает 
программу на стороне клиента и с помощью консольных команд загружает ее на сер-
вер. Пользователь получает оповещение о том, что задание находится на проверке.

Сервер подтверждает передачу файла и проверяет валидность формы отправки 
запроса на сервер – то есть полное соответствие полей данных ожидаемым значе-
ниям, в числе проверяемых на корректность могут быть такие выражения, как фор-
мат файла, идентификаторы авторизации и скрытые токены сессии для определения 
личности отправителя, а также служебные флаги, определяющие режимы и условия, 
для которых требуется произвести проверку (групповой или индивидуальный вид 
задания, тип задания, используемый язык программирования и т.п.). 

Если валидность не удалось подтвердить, сервер возвращает сообщение об ошиб-
ке в рабочую среду. Если валидность подтверждена, сервер отправляет сигнал фоно-
вым службам, отвечающим за информационную безопасность, и переводит поток, 
отвечающий за обработку данных, в режим ожидания ответа от служб.

Как только службы получают сигнал от сервера о наступлении события, связан-
ного с передачей файла, они загружают его в «песочницу» и подготавливают тесты, 
связанные с соответствующим заданием. «Песочница» в изолированной среде запу-
скает программный код и возвращает результат выполнения каждого теста. Если все 
тесты пройдены успешно, считается, что студент выполнил задание. Если нет, и для 
не пройденного теста имеются комментарии для пользователя, то они опционально 
передаются через сервер пользователю в качестве подсказок. В любом случае, пол-
ностью успешно пройденные тесты переводят индивидуальное задание и связанный 
с ним элемент рабочей среды в решенное состояние, если же хотя бы один из тестов 
не успешен, задание считается не выполненным. 

Поток, отвечающий за обработку данных, в обоих случаях получает ответ о ре-
зультате тестирования от служб и выходит из режима ожидания, передавая инфор-
мацию на сторону клиента, а пользователь получает подтверждение о том, что его 
задание успешно или неуспешно прошло процедуру проверки.

Взаимосвязь служб может быть реализована как с помощью механизма межпро-
цессного взаимодействия, так и с применением интерфейса FFI [2].

Эта процедура повторяется для всех тестов для каждого элемента, для которого 
обнаружен запрос на проверку решения. Проиллюстрируем этот механизм на кон-
кретном примере.

В примере, приведенном в первом разделе, мы осуществили взаимодействие 
с элементом «палатка». Скомпилированное индивидуальное задание не учло наш 
предыдущий опыт, поскольку его не было – это было первое задание, которое вы-
полнялось в рамках цифровой адаптивной платформы. Для того, чтобы выполнить 
его («собрать дрова»), потребовалось написать функцию, показывающую уровень 
наших знаний (в данном случае, навыки работы с HTML DOM). Функция реализо-
вала задачу (выборку «подходящих для дров», т.е. соответствующих определенному 
классу, элементов HTML). Файл с функцией был отправлен на сервер и проверен  
в «песочнице». Все тесты оказались успешно пройдены, и элемент «палатка» пре-
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вратился в элемент «дрова», а индивидуальное задание сменилось на следующее –  
«зажечь костер». Применяя навыки и знания из смежной области (работа с прави-
лами CSS), повторяем похожую последовательность действий с новой функцией- 
решением, и после успешного прохождения заданием тестов в изолированной среде 
сервер меняет элемент «дрова» на «костер». С этим элементом связанных заданий 
нет, это означает, что индивидуальное задание решено, а элемент «костер» стано-
вится элементом для группового задания.

Несмотря на то, что данный блок реализует безопасную взаимосвязь между  
решенными заданиями и состояниями рабочей среды, решенные и не решенные за-
дания никак не влияют на знания платформы о навыках студентов и не делают плат-
форму адаптивной; поэтому, когда блок «Обеспечение функционирования рабочей 
среды» завершает свою работу, он передает управление блоку «Обработка результа-
тов», схема которого представлена на рис. 10.

Тесты содержат специальный маркер-идентификатор для дополнительной ин-
дексации тестов в базе данных по группам, имеющим одинаковый маркер. Маркер 
выставляется одинаковым для группы, если потенциальные ошибки, на которые про-
веряют тесты в группе, имеют схожий характер – например, синтаксические ошибки, 
отсутствие проверки граничных значений, некорректное условие завершения цикла 
и т.п. Маркер позволяет, таким образом, объединять задания в базе не только по те-
матике, но и по характеру ошибок, которые могут проявляться вне зависимости от 
изучаемой темы (например, синтаксическую ошибку можно допустить и в описании 
массивов JavaScript, и в описании правил CSS). Кроме того, даже в рамках одной 
темы, это позволяет детально проработать конкретные недочеты, допущенные сту-
дентом в ходе выполнения заданий. Таким образом, осуществляется поиск похожих 
ошибок, допущенных студентом.

Обработка результатов происходит следующим образом: проверяется общая 
степень корректности выполнения заданий по каждой теме (отношение правильно 
решенных заданий к общему числу попыток; для любого учтенного задания число 
попыток всегда не меньше 1, так как если группе или студентам не удалось предъя-
вить ни одного решения за ограниченное время, то все тесты считаются проваленны-
ми). Далее проводится поиск по индексированным тестам (поиск похожих ошибок). 
Для низких значений корректности выполнения принимается решение, что вся тема 
не проработана участником; для высоких значений исследуется характер ошибок по 
маркерам групп проиндексированных тестов, принимается решение о предъявлении 
заданий на конкретную ошибку. Значения степени корректности влияют и на то,  
с какой вероятностью уже на следующем занятии (на следующей практической паре 
с применением платформы) будет предъявлено соответствующее задание, а именно, 
с тем большей вероятностью, чем больше ошибок и недочетов было допущено при 
проработке соответствующей темы. Но для этого показателя вероятность считается 
по всей совокупности пройденных занятий таким образом, что, чем больше ошибок 
допускается на всей совокупности пройденных занятий в заданиях на одну тему, тем 
большее значение принимает соответствующая вероятность.
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 Пороговые значения, которые обеспечивают принятие решения, задаются моде-
лью машинного обучения, которая обучается на данных статистики об успехах груп-
пы и каждого студента. Эта же модель корректирует оцениваемый уровень навыков 
каждого студента и группы в целом. Это необходимо для загрузки адаптивно подо-
бранных под уровень навыков заданий из базы для следующего занятия на основе 
прогноза, формируемого в качестве результата работы модели. Учитываются ото-
бранные задания для профилактики совершенных ошибок. Промежуточные резуль-
таты фиксируются в базе данных.

Рис. 10. Структура блока «Обработка результатов»

После того, как все результаты для всех участников и группы обработаны, управ-
ление возвращается блоку «Обеспечение функционирования рабочей среды» для 
подготовки следующего задания. Этот блок, в свою очередь, возвращает управление 
процессу адаптивной модификации задания для следующего проводимого занятия, и 
так повторяется цикл взаимодействия компонентов, обеспечивающих адаптивность 
платформы.

Когда число занятий исчерпано или преподаватель принимает решение о завер-
шении работы платформы, цикл прекращается, и работа адаптивной платформы 
останавливается.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье были подробно описаны способы применения цифровой адаптивной плат-
формы для обучения программированию с функцией формирования навыков команд-
ной работы. Проиллюстрирован характер взаимодействия системы с обучающимся 
пользователем на примере предъявляемого индивидуального задания и интерфейсов 
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рабочей среды, предоставляющей необходимый набор функций для обеспечения про-
цесса обучения пользователя. Показано отличие индивидуального и группового зада-
ния, их взаимосвязь, а также особенности выполнения группового задания.

Исследованы компоненты, обеспечивающие адаптивность платформы. Продемон-
стрирован подход к формированию единого задания с учетом уровня навыков обу-
чающихся и характера допущенных ими ошибок в ходе обучения с использованием 
платформы. Описан подход к обучению платформы, определено место алгоритмов 
машинного обучения в процедуре адаптивной модификации предъявляемых заданий.

Отдельно описаны аспекты, связанные с обеспечением информационной безо-
пасности при работе с вводимыми обучающимся данными. Детально исследована 
работа служб платформы, отвечающих за безопасный ввод данных и изолированную 
обработку результатов.

Таким образом, в статье были изложены существенные детали, связанные с прак-
тическим применением цифровой адаптивной платформы для обучения программи-
рованию с функцией формирования навыков командной работы.
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В статье даётся подробное описание диагностической игровой системы 
PLines, о которой ранее рассказывалось в журнале, рассмотрены особенности 
проведения исследовании в индивидуальном и парном режимах, объективные 
показатели деятельности игроков, использование которых в совокупности 
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способностей к планированию, анализу и рефлексии, позволяет глубже изучить 
структуру игрового поведения и его связь с недоступными непосредственному 
наблюдению личностными качествами. Приведено описание функциональных 
компонентов системы, описаны способы хранения, извлечения и анализа 
результатов экспериментов.

Ключевые слова: компьютерные игры, игровое поведение, геймификация, 
когнитивные способности, психодиагностические методы в образовании.

1. ВВЕДЕНИЕ

В МГППУ на факультете ИТ ведётся большая работа по изучению и совершен-
ствованию форм, режимов и требований к составу компьютеризированных тестов 
способностей и умений [1, 2, 3]. В настоящее время ведутся работы по расшире-
нию ранее неоднократно представлявшейся игровой компьютерной системы PLines. 
Данная статья посвящена особенностям функционирования и реализации версии  
3.1 02.03.2020 этой системы. Ранее была опубликована статья, описывающая более 
подробно аспекты функционирования индивидуальной версии программы PLines [4].  
В настоящей статье рассматриваются разработанные средства работы парами и но-
вый вариант индивидуальной версии теста.

В системе PLines реализована игровая механика Lines, дополненная новыми сред-
ствами, направленными на осуществление психологической диагностики по резуль-
татам оценки игрового процесса. Сырые данные тестирования (параметры игрового 
взаимодействия) конвертируются в удобную для последующего анализа форму и за-
носятся в базу данных для последующей обработки.
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На сегодняшний день система успешно прошла апробацию в исследовании с уча-
стием учеников 6-х классов [13, 14], доступ к функционалу приложения осуществля-
ется через веб-интерфейс, что увеличивает доступность инструмента как для иссле-
дователей, так и для испытуемых.

2. ВОЗМОЖНОСТИ СИСТЕМЫ

Игра организована по сравнительно простым правилам. На квадратном игровом 
поле из 81 прямоугольной клетки (9 по горизонтали и 9 по вертикали) в начале хода 
игрока появляется три шарика окраска которых случайно выбирается из конечного 
множества вариантов. Далее, ход игрока состоит из передвижения мышкой шарика с 
одной позиции на другую. Если игрок выстраивает линию из 5 (или более) шариков 
одного цвета, то эти шарики пропадают с поля, а игрок получает очки, при этом на 
следующем ходу новые шарики не появляются. Линия может быть горизонтальной, 
вертикальной или находиться на диагонали. Чем больше одновременно сокращается 
шариков, тем больше очков получает игрок. Ведется турнирная таблица, и игроки 
могут посмотреть, какое место они занимают среди всех участников. При реализации 
системы использовались языки HTML, JavaScript, PHP, C++, библиотека jQuery, тех-
нология Ajax и СУБД MySQL.

В данной статье представленная система рассматривается с функциональной и 
программной точек зрения. Функциональное содержание определяется теми пси-
хологическими конструктами, которые система должна диагностировать. В данном 
случае это универсальные учебные действия, или УУД. В настоящее время в педаго-
гической практике идёт активная разработка различных экспериментальных образо-
вательных программ, направленных, в частности, на развитие у учащихся УУД, необ-
ходимых для эффективного обучения в средней школе [12]. Вместе с этим возникает 
и потребность в диагностике степени их сформированности. 

В данной версии системы реализована операционализация трех видов УУД: ум-
ственных действий анализа, планирования и рефлексии. Эти УУД могут быть измере-
ны у школьников – пользователей системы – качественно и количественно в процессе 
индивидуального или парного решения игровых задач.

Необходимо уточнить, что под действиями анализа, планирования и рефлексии 
понимается их содержательный вид, относящийся к реализации теоретического типа 
мышления. Данный тип мышления в отечественной психологии был описан В.В. Да-
выдовым [8] как мышление, направленное на выявление существенных, внутренних 
особенностей изучаемых объектов или явлений. В процессе теоретического мышле-
ния внутренняя деятельность субъекта направлена на поиск существенных признаков 
или закономерностей, которые могли бы объединить, например, некоторое множество 
объектов в один общий для них класс. Таким образом, результатом теоретического 
мышления являются содержательные обобщения, которые могут быть выражены в 
форме научных понятий. Само формирование и развитие теоретического мышления 
и отдельных его компонентов – анализа, планирования и рефлексии – в их содержа-
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тельной форме является одной из основных целей обучения в системе Д.Б. Элько-
нина – В.В. Давыдова [9]. Диагностика данных УУД у учеников начальных классов  
в настоящее время может проводиться по методикам, основанным как на предмет-
ном, так и непредметном содержании [10, 11]. 

Разработанная система игровой диагностики PLines сконструирована таким обра-
зом, что позволяет диагностировать степень сформированности действий содержа-
тельного анализа, планирования и рефлексии учащихся средних общеобразователь-
ных школ на этапе окончания начальной и средней школы. Ведь в отличие от стан-
дартной компьютерной системы ‘LINES’, в которой шарики появляются в случайном 
порядке, ее модифицированная версия предполагает закономерное предъявление 
стимульного материала (шариков) в соответствии с заданными администратором 
принципами (правилами). Способность выявить закономерность появления шариков 
(анализ), далее учитывать ее принципы в своих игровых действиях (планирование) и 
заметить снижение своей игровой продуктивности при смене одной закономерности 
на другую (рефлексия) могут быть операционализированы на основе фиксируемых 
параметров игровой деятельности. То есть, представленную систему можно рассма-
тривать как диагностический инструмент УУД нового типа – основанного именно на 
надпредметном содержании. 

В системе поддерживается три вида пользователей: обычный пользователь 
(игрок, тестируемый), администратор-психолог, системный администратор. Адми- 
нистратор-психолог имеет возможность настроить важные параметры игры.  
К ним относятся, например, такие параметры как ограничения на некоторые времен-
ные характеристики, количество используемых цветов для шариков, определение 
различных подсказок. Администратор-психолог имеет доступ к результатам тести-
рования, но не может их изменить. Он может выбрать интересующие его данные из 
базы данных для последующей обработки. Например, он может выбрать данные по 
некоторой группе пользователей для определенного периода времени. Эти данные 
затем с помощью специальной программы подготавливаются для требуемой стати-
стической обработки. Администратор-психолог может также назначить или зама-
скировать отображение некоторых кнопок или полей.

Системный администратор создает базу данных, следит за правильностью зане-
сения и обработки информации. 

3. ИНДИВИДУАЛЬНАЯ ВЕРСИЯ

 Более подробно индивидуальная версия теста изложена в статье [4]. На момент 
выхода статьи интерфейс последней версии программы PLines, доступен по URL – 
http://it-span.mgppu.ru/plines3/, веб-приложение работает в многопользовательском 
режиме, доступ к основным функциям возможен после авторизации. 

Наравне с традиционными игровыми правилами (по правилам Lines генерация 
новых шариков осуществляется рандомизировано), могут использоваться установ-
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ленные психологом порождающие паттерны, которые обеспечивают при сохранении 
ряда стохастических аспектов, исполнение определённых закономерностей в расста-
новке шариков, предваряющей каждый ход игрока. В обоих случаях вся информация 
о ходе игры заносится в базу данных для последующей статистической обработки.

При использовании закономерностей игровое поле делится на две части (верхняя –  
нижняя или левая – правая). В этом случае в одной части поля шарики располагаются 
в соответствии с введенными администратором-психологом правилами, а в другой 
части шарики появляются в случайном порядке.

При каждом ходе игрока накапливается статистическая информация о количестве 
набранных очков, числе сокращенных шариков, разность времени между ходами, 
число шариков в окне на момент хода. 

В конце игры вся эта информация заносится в базу данных.
На Рис. 1 показан вид игрового поля индивидуальной версии при игре без законо-

мерностей.
На Рис. 2. отображен пример возможного вида игрового поля индивидуальной 

версиипри игре с закономерностями. 
Перед игрой тестируемых предупреждают о наличии или отсутствии закономер-

ностей в игровой сессии.

4. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ИНФОРМАЦИЯ

Во время тестирования накапливается статистическая информация о прохожде-
нии игры.

В конце игры она заносится в базу данных. Сохраняются следующие параметры:
•• начало сеанса;
•• начало и идентификатор каждой закономерности;
•• идентификаторы выбранных пунктов меню опроса (смотрите ниже);
•• для каждого хода игрока сохраняется четыре величины:

–– счет (набранное количество очков);
–– число сокращенных шариков;
–– временная разность начала ходов в 10-х долях секунды; 
–– число шариков в окне.

Пример. Вид фрагмента сохраненной статистической информации для двух по-
следовательных ходов.

:40,40,14,25:52,46,19,19:
•• Сначала счет (набранное количество очков) и число уже убранных шариков было 

равно 40 (первые два числа
•• ход длился 1,4 секунды, и после него, вместе с появившимися тремя новыми ша-

риками, на поле осталось 25 шариков. 
•• Затем на следующем ходе сократилось 6 шариков. Это дало 12 очков. 
•• Время на ход составило 1,9 секунды. На экране осталось 25–6 = 19 шариков.
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Рис. 1. Вид игрового поля индивидуальной 
версии игры без использования 

закономерностей

Рис. 2. Пример вида игрового поля 
индивидуальной версии при игре  

с закономерностями

5. ВЕРСИЯ ДЛЯ РАБОТЫ ПАРАМИ

В рассмотренной выше индивидуальной версии через интернет одновременно 
могло работать много пользователей, но каждый из них работал со своей реализацией 
программы. При работе парами игроки также работают через интернет. Пара играет 
в одну общую игру. У каждого игрока имеется только один партнер. При игре парами 
игроки ходят по очереди. При этом игрок может запретить или разрешить выполнить 
ход партнеру. Пар может быть много. Уже проводилось тестирование, когда одновре-
менно в системе работало более 9 пар. Это более 18 игроков.

 В такой игре два игрока пары играют в одну игру (как два шахматиста играют 
одну партию). В таком режиме поддерживаются два экрана. Пользователи играют на 
разных компьютерах и осуществляют ход по очереди.

Поддерживается два способа организации пар:
1.	 Принудительный принцип. Администратор-психолог в специальном режиме соз-

дает таблицу с именами для пар игроков. Далее он (принудительно) назначает эти 
имена игрокам.

2.	 Случайный принцип. Здесь возможны два варианта:
a)	 игрок регистрируется в системе под неким своим именем. Система находит 

первого свободного игрока и образует пару. Если свободного игрока нет, то 
система переходит в состояние ожидания, и затем при появлении первого сво-
бодного игрока образуется пара;

б)	 как и в пункте 1 администратор-психолог в специальном режиме создает та-
блицу с именами для пар игроков, но имена партнерам назначаются случай-
ным образом.
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Пользователи пары совместно работают над одной реализацией игры. Для них на 
экране компьютера отображаются данные их совместной игры. После образования 
пары, например, между пользователями t1 и t2, на экране пользователя t1 появляется 
строка “t1 -> t2”, а у пользователя t2 появляется строка “t2 -> t1”. После образования 
пары запускается таймер, отсчитывающий время для работы с первой закономерно-
стью или тренировочной игрой.

Также как и при индивидуальной версии, администратор-психолог перед тести-
рованием имеет возможность задавать используемые закономерности. Список этих 
закономерностей одинаков для обоих игроков пары. Прежде чем приступить к работе 
с закономерностями, игрокам пары предоставляется возможность потренироваться 
(запускается тренировочная игра). Эта игра рассматривается как нулевая закономер-
ность. Игрок может отказаться от тренировочной игры и перейти к основной игре, 
(к первой закономерности из назначенного администратором-психологом списка).  
В этом случае партнеру посылается соответствующее сообщение, и партнер автома-
тически переводится в режим игры с первой закономерностью из назначенного адми-
нистратором-психологом списка.

Рис. 3. Вид экранов пользователей пары (t1 и t2), играющей  
при многопользовательском режиме. Право хода у пользователя “t2”

6. ПЕРЕДАЧА ДАННЫХ МЕЖДУ ИГРОКАМИ

На Рис. 3 изображены экраны пользователей пары, играющей в многопользова-
тельском режиме. Соединение установлено между пользователями “t1” и “t2”. В дан-
ном случае право хода у пользователя “t2”. После того, как пользователь с правом 
хода сделает ход, у него появляется надпись “НЕТ ХОДА!”, а у его партнера появля-
ется надпись “НАШ ХОД! ”. При этом содержимое окна от сделавшего ход игрока 
переносится партнеру. Информация о виде общего окна хранится в каждом компью-
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тере пары. Она модифицируется после каждого хода партнеров. Для реализации об-
мена данными применяются библиотека jQuery технология Ajax . В технологии Ajax 
используется “обратный вызов”, что позволяет избежать дрожания в верхней строке 
экрана, которое возникает, если не использовать “обратный вызов”.

В системе поддерживается несколько таймеров, которые выполняют следующие 
функции:
–– Контроль времени выполнения всего теста;
–– Контроль времени тренировки (разминки);
–– Контроль времени работы с каждой закономерностью; 
–– Контроль передачи данных от одного игрока к другому.

Значение второго и третьего таймеров отображается на экране. Оно показывает, 
сколько времени осталось до конца данного этапа тестирования.

Последний таймер используется при передаче данных от одного игрока другому. 
Игроки пары могут передавать сообщения друг другу с помощью специальных 

окон общения.
Такое окно игрок может открыть только после создания соединения (образования 

пары).
На рис. 4 изображены два окна для обмена сообщениями между игроками a1 и a2. 

Внизу каждого окна воспроизводится лента сообщений, отправленных и полученных. 
 Для пользователей, которые не хотят или не могут набирать текст сообщения, 

подготовлено специальное меню из готовых сообщений (см. Рис. 5), помогающих 
обсудить и сделать правильный ход. Это меню вызывается при нажатии кнопки “r”.

Рис. 4. Обмен сообщениями между пользователями а1 и a2.  
Числовое значение указывает время передачи сообщения

При обмене ходами игроков система поддерживает следующие команды:
•• сделан ход; 
•• разрешение хода; 
•• запрет хода партнера;
•• уведомление партнера о переходе в режим закономерностей. 
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Рис. 5. Меню из готовых сообщений для передачи.  
Оно появляется при нажатии на кнопку “r”

Рис. 6. Предложение хода игроком a1 (левый игрок) игроку a2 (правый игрок).  
У игрока a2 есть две возможности – запретить или разрешить ход

При выполнении хода у передвигаемого шарика появляется белый фон, и шарик 
остается на своем месте. На том месте, куда игрок передвигает шарик, появляется 
копия передвигаемого шарика на черном фоне. У партнера появляется копия игро-
вого поля и две кнопки: “запрет хода” и “разрешение хода”. При нажатии кнопки 
“разрешение хода” ход выполняется, и право хода переходит к нажавшему эту кнопку 
игроку. При нажатии кнопки “ запрет хода” ход отменяется. У инициировавшего ход 
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игрока экран переходит в прежнее состояние, он имеет право переходить или повто-
рить опять прежний ход.

Обмен данными осуществляется с помощью Таблицы “Организация связи в па-
рах” (см. ниже Таблица 1). Для каждой пары в Таблице поддерживается две стро-
ки. В текущем компьютере имя nick1 соответствует игроку этого компьютера, имя 
nick2 в этой строке является именем партнера. Для соответствующей строки партнера 
все строится аналогично. Поля, начинающиеся с id, содержат номера пользователей  
в базе данных. 

Для каждого пользователя поддерживается буфер ввода и буфер вывода. Ниже  
в Таблице 2 приведена структура буферов. В поле buf заносится последовательность 
номеров для типов шариков (всего 81 элемент). 

Таблица 1
Организация связи в парах

idu nick1 idu2 nick2 st_date et_date inuse
595 a2 594 a1 1583860223 1
594 a1 595 a2 1585676552 1
657 t4 656 t3 1584171337 1
656 t3 657 t4 1584171334 1
597 t2 596 t1 1584171258 1
596 t1 597 t2 1584171261 1
675 t22 681 t21 1584178205 1
681 t21 675 t22 1584178240 1

Таблица 2
Структура буферов данных пары

idu id_b idtou score balls zak buf d nzak vzakl
675 252 681 230 50 107 :0:0:0:0:0:0:0:0:0:2:0:0:0:0:0:0:0:0:0: 1584180040 107 11
681 252 675 -105 50 107 :0:0:0:0:0:0:0:0:0:2:32:0:0:0:0:0:0:0:0: 1584180071 107 0

Игра делится на несколько разделов. В качестве первого выступает тренировоч-
ный этап, который игрок при желании может пропустить. Далее идут разделы с за-
кономерностями. Тип их, число и длительность назначает администратор-психолог.  
В конце игры с каждой закономерностью игроку предоставляется меню (опросник),  
в котором перечисляются (в случайном порядке) три правильных характеристики за-
кономерности и пять неправильных.

Кроме того, при переходе к каждой новой закономерности появляется кнопка  
“Я знаю закономерность”, которую игрок может нажать, если он считает, что он на-
шел какую-то закономерность. После нажатия кнопка исчезает.

Основные данные тестирования помещаются в базу данных после окончания 
игры. Это идентификаторы пользователей, время начала и окончания каждого сеанса, 
время начала и работы с каждой закономерностью, команды, посланные компьюте-
рами партнеров при работе парами, вся информация о ходе игры (см. выше раздел 
“Статистическая информация”), результаты опроса игроков.
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Данные, содержащие информацию о диалогах между игроками пар, помещаются 
в специальную таблицу во время игры.

Поскольку администратор-психолог перед тестированием может задавать боль-
шой промежуток времени для тестирования и несколько закономерностей, данные 
тестирования обычно имеют большой размер для каждого игрока. Они помещаются  
в специальное поле таблицы базы данных типа BLOB для хранения больших данных. 
Для обработки этих данных реализован специальный конвертор (на языке C), кото-
рый переводит полученные данные в таблицы Excel. Информация о диалогах между 
игроками пар также конвертируется в таблицы Excel.

Отчетами занимается Администратор-психолог. Он входит в систему под своим 
именем и паролем и открывает окно “Административная подсистема”, в котором он 
задает критерий поиска результатов тестирования. Это диапазон дат, название группы 
тестируемых и диапазон имен пользователей. В результате обычно выдается большой 
массив данных.

Затем Администратор-психолог должен вызвать программу конвертор, которая 
переводит полученные данные в табличный вид.

7. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ТЕСТИРОВАНИЯ

Для обработки результатов тестирования созданы специальные средства. Адми-
нистратор-психолог входит под своим именем и паролем в систему и открывается 
окно “Административная подсистема” (см. Рис. 7). Далее он задает параметры для 
поиска статистических данных в базе. На Рис. 7 задан поиск данных тестирования  
с даты 21-Nov-2019 до даты 22-Nov-2019. Одновременно указано осуществлять по-
иск имен пользователей от t1 по t16. Можно также задавать название группы пользо-
вателей. Для получения данных следует нажать на кнопку “просмотр результатов”. 

Кнопки во второй снизу строке позволяют:
–– Просмотреть содержание буферов обмена данными;
–– Просмотреть установленные связи пользователей;
–– Просмотреть сообщения, передаваемые пользователями при работе парами.

Полученные данные обрабатываются с помощью специальной программы кон-
вертора, написанной на языке С. Пример фрагмента представления данных для рабо-
ты парами после конвертора приведен на Рис. 8. Эти данные уже можно обрабатывать 
с помощью различных статистических методов.

Здесь определено следующее:
–– t1, t2, t3, … – номера хода; 
–– z104, z106, z107 – идентификаторы закономерностей;
–– команды: «-105» – сделан ход, «-106» – разрешение хода, «-108» – запрет хода 

партнера 
Для каждого хода, для каждой закономерности в таблице содержится четыре не-

отрицательных числа, значения которых описаны выше в разделе “Статистическая 
информация” (см. пример).
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Отрицательные числа означают номера команд (см. выше).

Рис. 7. Вид окна Административной подсистемы

Рис. 8. Фрагмент представления данных при работе парами после конвертора 

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью данной системы было проведено несколько сеансов тестирования че-
рез Интернет (индивидуальное и парами) студентов и школьников младших классов  
в конце 2019 и 2020 г. При тестировании парами система показала нормальное функ-
ционирование. Число одновременно работающих пар доходило до 8. Полученные 
данные были успешно сохранены в базе данных. Тестирование начиналось практиче-
ски одновременно. Общее время тестирования составляло не менее 40 минут.

При индивидуальном тестировании объем сохраняемых данных в базу данных был 
больше, так как тестируемые выполняли больше ходов. При одновременном тестирова-
нии 16 школьников во время записи накопленной информации в базу данных было поте-
ряно два фрагмента. При одновременном тестировании 10–12 человек потерь не было.

Система итерационно развивается в соответствии с запросами специалистов пси-
хологов, реализуется поддержка новых механик игрового процесса, позволяющих  
в ходе игровой сессии измерять новые психологические параметры.
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