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Статья посвящена проблеме отбора заданного числа наиболее информативных 
регрессоров в  линейных регрессиях. При использовании метода наименьших 
квадратов точное решение этой задачи по  критерию максимизации 
коэффициента детерминации при задействовании всей выборки данных может 
быть получено в  результате решения особым образом сформулированной 
задачи частично-булевого линейного программирования. Однако в машинном 
обучении важным этапом при создании надежной и  эффективной модели 
считается её построение по  обучающей выборке и  проверка точности её 
предсказания по  тестовой выборке. Поэтому в  статье сформулирована 
оптимизационная задача отбора информативных регрессоров в  линейных 
регрессиях по критерию минимизации средней абсолютной ошибки на тестовой 
выборке. Формулировка основана на  известном приёме, согласно которому 
абсолютные ошибки должны быть представлены в виде разности между двумя 
неотрицательными переменными. С  использованием встроенных в  пакет 
Gretl статистических данных о  заработной плате спортсменов и  решателя 
оптимизационных задач LPSolve проведены вычислительные эксперименты. 
Для этого обучающая выборка формировалась из 70%, 75% и 80% наблюдений. 
Во всех этих случаях среднее снижение значения коэффициента детерминации 
моделей составило 24,76%, 18,4% и 12,22%, но при этом средняя абсолютная 
ошибка уменьшилась на 24,8%, 26,3% и 21,05% соответственно. Эксперименты 
показали, что среднее время решения задач при минимизации средней 
абсолютной ошибки на  тестовых выборках оказалось в  2,33–2,85 раза выше, 
чем время решения задач при максимизации коэффициента детерминации 
на обучающих выборках.

Ключевые слова: машинное обучение, регрессионный анализ, метод 
наименьших квадратов, отбор информативных регрессоров, коэффициент 
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1. ВВЕДЕНИЕ

В  современном мире модели машинного обучения [1, 2] активно применяются 
для решения самых разнообразных задач анализа данных в энергетике [3], экономи-
ке [4], медицине [5], промышленности [6] и других областях человеческой деятель-
ности. Существует множество разновидностей моделей машинного обучения, однако 
наиболее высокими интерпретационными качествами из  них обладают регресси-
онные модели [7]. Регрессионный анализ в настоящее время развивается не менее 
стремительно, чем искусственный интеллект. Например, в [8] предложен метод ча-
стичных наименьших квадратов расстояний, в  [9] – двухуровневый метод регрес-
сионного анализа, использующий ансамбли деревьев с оптимальной дивергенцией, 
в  [10] исследовано двухкритериальное оценивание регрессий методами наимень-
ших квадратов (МНК) и модулей, в [11] рассмотрена методика построения линейно-
неэлементарных регрессий.

Очень часто при проведении регрессионного анализа на  практике приходится 
решать задачу отбора наиболее информативных регрессоров (ОИР) [12], т.е. фор-
мировать регрессионную модель только со значимо влияющими на результативный 
признак объясняющими переменными. Для её решения разработано множество ме-
тодов, многие из которых описаны в монографии [13]. Из них точное решение задачи 
ОИР дает метод всех возможных регрессий [14], суть которого заключается в оце-
нивании моделей со  всеми возможными комбинациями вариантов вхождений объ-
ясняющих переменных в регрессионное уравнение. Поэтому метод всех регрессий 
самый трудоёмкий из  всех. Другой точный метод решения задачи ОИР был пред-
ложен в  работе [15]. В  ней сформулирована задача частично-булевого линейно-
го программирования (ЧБЛП), решение которой дает оцененную с помощью МНК 
наилучшую по  коэффициенту детерминации регрессию с  заданным числом объяс-
няющих переменных. В [16] эта задача была трансформирована в задачу частично-
целочисленного линейного программирования, решение которой дает оптимальную 
по скорректированному коэффициенту детерминации регрессию. В [17] эксперимен-
тально доказано, что при построении вполне интерпретируемых линейных регрессий 
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предложенный в работах [15, 16] метод существенно выигрывает по эффективности 
у метода всех возможных регрессий.

В  предложенной в  работах [15–17] технологии ОИР осуществляется сразу 
по  всей исходной выборке данных. Однако в  машинном обучении важным этапом 
при создании надежной и эффективной модели считается предварительное разделе-
ние выборки на обучающую и тестовую [18–20]. По обучающей выборке строится 
модель, а тестовая выборка используется для проверки точности предсказания моде-
ли. Обычно на обучающую выборку приходится 70% наблюдений, а на тестовую –  
30%. Разделение выборки делается, во‑первых, для оценки работоспособности мо-
дели в реальных условиях, во‑вторых, для предотвращения переобучения, в‑третьих, 
для объективной оценки качества модели. Цель данной работы состоит в формализа-
ции задачи ОИР в линейной регрессии по критерию минимизации величины средней 
абсолютной ошибки на тестовой выборке.

2. ПОСТАНОВКА ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Предположим, что y  – зависимая (объясняемая, выходная) переменная, а  1x , 
2x , …, lx  – независимые (объясняющие, входные) переменные. Пусть общий объем 

выборки составляет n  наблюдений, из них 1n  наблюдений приходится на обучаю-
щую выборку, а  2n  – на  тестовую. По обучающей выборке с помощью МНК оце-
ниваются неизвестные параметры 0α , 1α , …, lα  модели множественной линейной 
регрессии вида
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где iε , 11,i n=  – ошибки аппроксимации.
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Тогда модель множественной линейной регрессии (1) в стандартизованном мас-
штабе принимает вид
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где 1β , …, lβ  – стандартизованные коэффициенты регрессии, iε
• , 11,i n=  – 

ошибки аппроксимации.
Известно [21], что неизвестные коэффициенты регрессии (2) находятся в резуль-

тате решения следующей системы линейных алгебраических уравнений:

xx yxR Rβ⋅ = ,                                                        (3)
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, т.е. xxR  – матрица коэф-

фициентов корреляции между объясняющими переменными, β  – вектор-столбец 
неизвестных коэффициентов, yxR  – вектор-столбец коэффициентов корреляции ре-
зультативного признака с объясняющими переменными. Подчеркнем, что матрицы 

xxR  и  yxR  находятся по обучающей выборке.
Альтернативная форма записи системы (3) имеет вид

1
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l
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⋅ =∑ , 1,j l= .                                            (4)

Обозначим найденные в результате решения системы (4) оценки jβ , 1,j l= . Тог-
да, как отмечено в  [15], с помощью этих оценок можно найти оптимальные МНК- 
оценки линейной регрессии (1) по формулам:

j
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Коэффициент детерминации 2R  стандартизованной линейной регрессии (2) вы-
числяется по формуле

2

1
j

l

yx j
j

R r β
=

= ⋅∑  .                                                      (7)

Заметим, что коэффициенты детерминации регрессий (1) и (2) одинаковы.
Формализовать задачу ОИР в  линейной регрессии в  терминах математического 

программирования можно следующим образом. Введем бинарные переменные jδ , 
1,j l=  по правилу:
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С использованием этих переменных поставим на стандартизованные коэффици-
енты линейной регрессии следующие ограничения:

j j jM Mδ β δ− ⋅ ≤ ≤ ⋅ , 1,j l= ,                                        (8)

где M  – большое положительное число. Если 1jδ = , то  [ ],j M Mβ ∈ − , а  если 
0jδ = , то  0jβ = .

Если в линейную регрессию должно входить ровно m  регрессоров, то задачу ма-
тематического программирования следует дополнить ограничением

1

l

j
j

mδ
=

=∑ .                                                          (9)

Как уже было отмечено, если 0jδ = , то  0jβ = , поэтому в  зависимости от би-
нарных переменных jδ , 1,j l=  должна меняться конфигурация системы линейных 
алгебраических уравнений (4), а  именно, из  неё должны исключаться уравнения 
с номерами, совпадающими с номерами нулевых бинарных переменных jδ . Это мо-
жет быть реализовано с помощью следующих линейных ограничений
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,
j k j

l

x x k yx
k

r r M Mβ
=

⋅ − ∈ −∑ , т.е. соответствующее урав-

нение исключается из системы.
Оптимальной регрессией считается та, у  которой значение коэффициента де-

терминации наибольшее. Учитывая, что коэффициент детерминации 2R  находится 
по формуле (7), введем целевую функцию

1
max

j

l

yx j
j

r β
=

⋅ →∑ .                                                  (11)

Решение задачи ЧБЛП с целевой функцией (11) и с линейными ограничениями 
(8) – (10) приводит к построению по обучающей выборке объема 1n  линейной ре-
грессии c m  регрессорами и с наибольшим значением 2R .

Предположим теперь, что оптимальной линейной регрессией считается не  та, 
у которой на обучающей выборке значение 2R  наибольшее, а  та, у которой на те-
стовой выборке значение средней абсолютной ошибки MAE  наименьшее. Средняя 
абсолютная ошибка находится по формуле:

2

1 12

1 n

i i
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= −∑  ,                                              (12)
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где iy , 1 21,i n n= +  – прогнозные по линейной регрессии (1) значения зависимой пе-
ременной y . С учетом (5) и (6) эти прогнозные значения находятся по формулам:

( )
1 j

l
y

i j ij j
j x

y y x x
σ

β
σ=

= + −∑ 

 , 1 21,i n n= + .                         (13)

Подставляя (13) в (12), получим, что
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i j ij j
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MAE y y x x
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σ= + =

= − − −∑ ∑  .                             (14)

Учитывая (14), введем целевую функцию

( )
2

1 1 1
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j

n l
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i j ij j
i n j x

y y x x
σ

β
σ= + =

− − − →∑ ∑ .                                (15)

Линеаризовать функционал (15) можно с  использованием известного приё-
ма, предложенного в  [22]. Для этого введем неотрицательные переменные iu , iv , 

1 21,i n n= +  следующим образом:

Тогда имеют место равенства
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1 j
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j ij j i i i
j x
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β
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− + − = −∑ , 1 21,i n n= + .                      (16)

При этом целевая функция (15) принимает вид

( )
2

1 1
min

n

i i
i n

u v
= +

+ →∑ .                                                (17)

Решение задачи ЧБЛП с целевой функцией (17) и с линейными ограничениями 
(8) – (10), (16) приводит к построению по обучающей выборке объема 1n  линейной 
регрессии c m  регрессорами и с наименьшим на тестовой выборке объема 2n  значе-
нием MAE .
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3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Вычислительные эксперименты, прежде всего, проводились с целью подтвердить 
работоспособность предложенного математического аппарата. К тому же ставилась 
задача выяснить экспериментально, будет ли время решения задач ЧБЛП при макси-
мизации 2R  на  обучающей выборке существенно отличаться от  времени решения 
задач при минимизации MAE  на тестовой выборке.

Для проведения вычислительных экспериментов использовались статистические 
данные, хранящиеся в файле data7–20.gdt эконометрического пакета Gretl. В этом фай-
ле содержится информация о  зарплате 56‑ти игроков национальной баскетбольной 
ассоциации и влияющих на неё 25‑ти показателей. Среди этих показателей антропоме-
трические характеристики спортсменов, их позиции на площадке, количество набран-
ных очков и пр. В результате предварительного анализа выборки было установлено, 
что первые 55 значений фиктивной переменной XPAN, обозначающей расширение 
команды за последние 2 сезона, равны 0. И только последнее 56‑е значение равно 1. 
Поскольку изменчивость переменной XPAN практически нулевая, то было принято ре-
шение исключить её из рассмотрения. Итого осталось 24 показателя, которым были 
присвоены имена x1, x2, …, x24 в соответствие с порядком их следования в файле Gretl.

Вычислительные эксперименты проводились на персональном компьютере с про-
цессором AMD Ryzen 3 4300U с тактовой частотой 2,7 ГГц и объемом оперативной 
памяти 16 Гб. Для решения задач ЧБЛП использовался бесплатный оптимизацион-
ный решатель LPSolve. Большое число M в задачах ЧБЛП задавалось равным 1000.

Эксперименты проводились при трёх различных делениях исходной выборки на об-
учающую и  тестовую. В  первом случае на  обучающую выборку приходилось 70% 
наблюдений, во втором – 75%, в третьем – 80%. В каждом случае решалась задача мак-
симизации коэффициента детерминации R2 на обучающей выборке, т.е. задача ЧБЛП 
(8) – (11), и  задача минимизации средней абсолютной ошибки MAE на тестовой вы-
борке, т.е. задача ЧБЛП (8) – (10), (16), (17). При этом число регрессоров m менялось 
в диапазоне от 1 до 5. В каждом эксперименте фиксировался состав входящих в модель 
регрессоров, значение R2, MAE и время решения задачи в LPSolve. Результаты вычис-
лительных экспериментов приведены в табл. 1. В ней в первом столбце указан номер 
эксперимента, во втором – число назначенных регрессоров, в третьем, четвертом, пятом 
и шестом столбцах – состав регрессоров, значение R2, MAE и время решения задачи 
при максимизации R2 на обучающей выборке, в седьмом, восьмом, девятом и десятом 
столбцах аналогичные показатели при минимизации MAE на тестовой выборке.

Таблица 1
Результаты вычислительных экспериментов

№ m Максимизация R2 Минимизация MAE
Регрессоры R2 MAE t, с Регрессоры R2 MAE t, с

Обучающая – 70% (n1 = 39), тестовая – 30% (n2 = 17)
1 1 x24 0,19039 11797,4 0,03 x24 0,19039 11797,4 0,055
2 2 x10, x19 0,28829 13328,5 0,091 x3, x24 0,20567 10938,0 0,224
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№ m Максимизация R2 Минимизация MAE
Регрессоры R2 MAE t, с Регрессоры R2 MAE t, с

Обучающая – 70% (n1 = 39), тестовая – 30% (n2 = 17)
3 3 x10, x16, x19 0,38982 16451,4 0,466 x3, x14, x24 0,25024 10480,4 1,422
4 4 x6, x15, x17, x19 0,44877 15699,6 2,675 x3, x10, x14, x24 0,28966 9979,9 5,904
5 5 x6, x8, x15, x17, x19 0,50891 14889,6 9,751 x7, x8, x18, x19, x24 0,38726 9927,5 20,579

Обучающая – 75% (n1 = 42), тестовая – 25% (n2 = 14)
6 1 x24 0,22619 9323,8 0,032 x24 0,22619 9323,8 0,057
7 2 x10, x19 0,29207 10668,6 0,099 x3, x24 0,24270 8500,0 0,274
8 3 x10, x16, x19 0,36893 13300,5 0,525 x3, x14, x24 0,27157 7897,9 1,710
9 4 x3, x14, x16, x24 0,42466 11555,5 2,650 x3, x14, x15, x24 0,33933 7355,3 7,195
10 5 x3, x14, x16, x19, x24 0,47636 11051,6 10,345 x3, x14, x15, x23, x24 0,33993 7263,1 24,417

Обучающая – 80% (n1 = 45), тестовая – 20% (n2 = 11)
11 1 x24 0,25612 7248,1 0,03 x24 0,25612 7248,1 0,054
12 2 x19, x24 0,30327 7395,4 0,092 x3, x24 0,27518 6509,3 0,261
13 3 x10, x19, x24 0,37019 6985,8 0,480 x3, x14, x24 0,31325 6204,2 1,831
14 4 x3, x14, x16, x24 0,45369 10028,8 2,571 x3, x14, x15, x24 0,37268 5916,6 7,941
15 5 x3, x14, x16, x19, x24 0,49648 9474,7 9,668 x7, x8, x18, x19, x24 0,40417 5582,6 26,345

Прокомментируем полученные в табл. 1 результаты.
1. 	 При решении задач минимизации MAE по  тестовым выборкам, естественным 

образом, получены регрессии, выигравшие по  этому критерию у  построенных 
в результате максимизации R2 по обучающим выборкам моделей, но проигравшие 
им по критерию R2. Так, при включении в обучающую выборку 70% наблюдений 
значение коэффициента детерминации R2 снижалось в диапазоне от 0 до 0,159, 
а значение MAE – в диапазоне от 0 до 5971. При этом в среднем снижение значе-
ния R2 составило 24,76%, а MAE – 24,8%. При включении в обучающую выборку 
75% наблюдений значение R2 снижалось в  диапазоне от  0 до  0,136, а  значение 
MAE – в диапазоне от 0 до 5402,6. В этом случае в среднем снижение значения 
R2 составило 18,4%, а MAE – 26,3%. При включении в обучающую выборку 80% 
наблюдений значение R2 снижалось в диапазоне от 0 до 0,092, а значение MAE –  
в диапазоне от 0 до 4112,2. В  такой ситуации в  среднем снижение значения R2 
составило 12,22%, а MAE – 21,05%.

2. 	 Во  всех случаях с  ростом числа регрессоров m возрастало время решения за-
дач ЧБЛП. При включении в обучающую выборку 70%, 75% и 80% наблюдений 
среднее время решения задач при минимизации MAE оказалось соответственно 
в 2,33, 2,58 и 2,85 раза выше, чем время решения задач при максимизации R2. При 
этом замечено, что с ростом числа m отношение времени решения при минимиза-
ции MAE ко времени решения при максимизации R2 сначала возрастает, достигая 
наибольшего значения при m=3, а затем убывает. Так, при включении в обучаю-
щую выборку 70% наблюдений эти отношения составляют 1,83, 2,46, 3,05, 2,21, 
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2,11, при включении 75% – 1,78, 2,76, 3,25, 2,71, 2,36, при включении 80% – 1,8, 
2,83, 3,81, 3,08, 2,72.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В  статье сформулирована оптимизационная задача ОИР в  линейных регресси-
ях по  критерию минимизации средней абсолютной ошибки на  тестовой выборке. 
Проведены вычислительные эксперименты, подтверждающие корректность матема-
тических выкладок. Во всех экспериментах значения средних абсолютных ошибок 
на тестовых выборках были снижены в большей степени, чем значения коэффици-
ентов детерминации моделей. Время решения задач ЧБЛП при минимизации сред-
них абсолютных ошибок на тестовых выборках оказалось в 2,33–2,85 раза больше, 
чем время решения задач при максимизации коэффициентов детерминации на  об-
учающих выборках. Научный интерес вызывает внедрение предложенного метода 
в процедуру построения вполне интерпретируемых регрессионных моделей, которая 
работает значительно эффективнее метода всех возможных регрессий. К тому же от-
крытым остается вопрос идентификации в сформулированной задаче ЧБЛП больших 
чисел M, влияющих на её скорость решения.
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This article is devoted to the problem of selecting a  given number of the most 
informative regressors in linear regressions. When using the ordinary least 
squares method, the exact solution to this problem by the criterion of maximizing 
the coefficient of determination when using the entire data set can be obtained as 
a  result of solving a  specially formulated mixed 0–1 integer linear programming 
problem. However, in machine learning, an important stage in creating a  reliable 
and efficient model is its construction based on the training set and checking the 
accuracy of its prediction based on the test set. Therefore, in this article formulates an 
optimization problem for subset selection in linear regressions based on the criterion 
of minimizing the mean absolute error on the test set. The formulation is based on 
a  well-known technique, according to which absolute errors should be presented 
as the difference between two non-negative variables. Computational experiments 
were carried out using the statistical data on athletes’ salaries stored into the Gretl 
package and the LPSolve optimization problem solver. For this purpose, the training 
set was formed from 70%, 75%, and 80% of observations. In all these cases, the 
average decrease in the value of the coefficient of determination of the models was 
24.76%, 18.4%, and 12.22%, but the mean absolute error decreased by 24.8%, 
26.3%, and 21.05%, respectively. Experiments showed that the average time to 
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times higher than the time to solve problems when maximizing the coefficient of 
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