
Моделирование и анализ данных  
2024. Том 14. № 4. C. 5–29  
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140401  
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)  
© 2024 ФГБОУ ВО МГППУ

Modelling and Data Analysis
2024. Vol. 14, no. 4, pp. 5–29 

DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140401  
ISSN: 2219-3758 (print)

ISSN: 2311-9454 (online) 
© 2024 Moscow State University of Psychology & Education

5

АНАЛИЗ ДАННЫХ
УДК 519.212

О расширении элементарной  
теории вероятности для моделирования 

психологических явлений

Артеменков С.Л.*
Московский государственный психолого- педагогический университет 
(ФГБОУ ВО МГППУ), г. Москва, Российская Федерация
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1619-2209
e-mail: slart@inbox.ru

На основе рассмотрения достижений квантовой механики и психологии 
восприятия рассмотрены некоторые их возможностей расширения 
классической теории вероятностей на область представления психологических 
событий, для которых объединение исходов может иметь вероятность 
большую, чем вероятность одиночных событий из их общего множества. 
Отмечено, что модель, опирающаяся на общее пространство элементарных 
непересекающихся элементов недостаточна для описания психологии 
поведения, связанного с порождающими процессами и сопредставленными 
явлениями. Для расширения элементарной теории вероятностей могут быть 
использованы результаты квантовой теории, относящиеся к представлениям 
о тестовых пространствах, и возможности объединения отдельных событий 
в тесте. Предлагаемые модели могут включать как системы отдельных 
тестов с совмещением событий в дополнительных тестах, так и возможность 
объединения самих отдельных тестовых событий комбинаторными 
и геометрическими (проекционными) способами. Простые примеры 
расширения классических вероятностных моделей показывают, что «ошибку 
объединения» в психологии эвристического поведения следует считать 
не столько ошибкой испытуемых, сколько научной иллюзией исследователей, 
когда поведение более сложной системы пытаются уложить в прокрустово 
ложе слишком простой модели.

Ключевые слова: вероятность, квантовые представления, тестовое 
пространство, сопредставленность, ошибка объединения, научная иллюзия.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Известно, что у теории вероятностей не было античных или средневековых 
предшественников, она целиком – создание Нового времени [9]. Несмотря на от-
носительно простой формальный характер и практическую полезность, появление 
элементарной теории вероятностей в середине 17 века встретило большое сопро-
тивление и недостаток понимания тогда, когда она была впервые внедрена. Труд-
ности понимания были скорее философскими, чем математическими. В частности, 
даже великие гении того времени (Джероламо Кардано, Пьер Ферма, Блез Паскаль, 
Христиан Гюйгенс, Якоб Бернулли и др.) испытывали трудности, «ломая» головы 
в отношении двух понятий: что можно (и на самом деле нужно) считать предположе-
ния, т.е. возможности, которые никогда реально не существовали; что порядок может 
быть получен из случайности.

В настоящее время в классической теории понятие вероятности в основном вклю-
чает представление о количественной мере «осуществимости некоторого события 
при наличии неопределённости, то есть в ситуации, когда это событие характери-
зуется как возможное (которое может как произойти, так и не произойти)» [18, с. 1]. 
При этом множество событий в современных учебниках по классической теории ве-
роятностей изначально актуализируется и представляет собой дискретное или конти-
нуальные пространства элементарных исходов (событий) [10, 20, 31].

Вместе с тем в философской литературе существует ряд концепций вероятности. 
В частности, упоминается вероятность как степень следования, вероятность как сте-
пень рациональной веры, вероятность как предрасположенность (диспозиция) и др. 
[11, 12, 29, 41, 43, 53]. В целом о вероятности можно говорить как о промежуточной 
категории, которая осуществляет «постепенный или плавный переход от необходи-
мости к случайности и от случайности к необходимости. Меньшая вероятность сто-
ит ближе к случайности. Большая вероятность стоит ближе к необходимости. Одним 
своим «концом» вероятность упирается в случайность, переходит в нее, а другим 
«концом» переходит в необходимость» [6, с. 593]. Понятие вероятности в качестве 
недостаточной уверенности в собственном поведении представляет интерес и для бо-
лее глубокого понимания информации и системной сложности. Например, согласно 
У. Матурана понятие «информации относится к степени неуверенности наблюдателя 
в своем поведении в области определенных им самим альтернатив, … генетическая 
и нервная системы порождают информацию посредством самоспецификации, кото-
рая воспринимается наблюдателем как самодекодирование генетической и нервной 
систем в процессах роста и поведения» [22, с. 137].
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В эпистемологическом смысле можно также видеть, что «само понятие вероят-
ности выполняет роль «мостовой» функции между объектами математики и объ-
ектами конкретных приложений» [28, с. 303]. Эти же авторы далее, на наш взгляд, 
вполне правомерно утверждают, что «выделение эмпирического понятия в качестве 
самостоятельного обнаруживает его сравнительную узость и ограниченность. Вне 
контекста теории о нем можно сказать разве только то, что оно может выражаться 
относительной частотой появляемости события. Т.е. фактически математическая те-
ория вероятностей накладывает свою структуру на, так сказать, безличный случай, 
диктуя соответствующие схемы и законы безотносительно конкретной природы слу-
чайных явлений …» [28, с. 308–309].

Вместе с тем классическая теория вероятностей показала свою результативность 
во многих важных областях науки и, фактически, произошел перенос «этой теории 
на весьма широкий класс массовых явлений, характеризующихся с помощью отно-
сительной частоты, … и притом без достаточно детального обоснования адекват-
ности этого переноса» [28, с. 309]. В особой мере недостатки этого «безоглядного» 
переноса проявляются в области рассмотрения психологических процессов и явле-
ний. На примере рассмотрения процессов восприятия и принятия человеком реше-
ний ранее было показано, что использование стандартных схем расчета вероятностей 
для соответствующих психологических событий не является валидным и, по нашему 
мнению, приводит к научным иллюзиям, т.е. речь может идти не об иллюзиях испы-
туемых, а об иллюзиях ученых исследователей [3, 33, 35].

Научные эксперименты в психологии показали, что у людей есть «ложная» вера 
в то, что два случайных события имеют большую вероятность взаимного осущест-
вления, чем каждое из событий в отдельности. Естественно, это противоречит одному 
из правил элементарной теории вероятностей. Явление, связанное с такой «ложной» 
верой, обычно рассматривается, как когнитивная иллюзия, и было продемонстриро-
вано в большом наборе разных контекстов, включая: оценку частоты встречаемости 
слов, личностные суждения, медицинские прогнозы, принятие решений в условиях 
рисков, подозрения в совершении преступлений и политические прогнозы [13].

Вместе с тем вполне можно утверждать и обратное. Своеобразной научной ил-
люзией является подход, связанный с принятием правил специальной и явно упро-
щенной модели объединения вероятности случайных событий в качестве нормы для 
оценки психологических процессов. Это не соответствует действительности, в кото-
рой имеется большая вариативность поведения и сосуществование различных тен-
денций оценки вероятностей появления событий. Т.е. имеет место использование 
нормы объединения вероятностей независимых случайных событий вне реальных 
границ ее применимости и принятие этой нормы в качестве универсального стандар-
та, относящегося к реальности любых случайных событий.

Известно, что в психологии мы встречаемся с такого рода событиями, которые 
можно считать совместными и объединенными в том числе в силу особого порож-
дающего характера психологических процессов и явлений. Становясь психологиче-
ски действительными, внешне случайные вещи во многих случаях являются более 
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вероятными в силу имеющихся психологических механизмов восприятия и осмыс-
ления. Психология восприятия (в частности, гештальтпсихология) говорит нам о та-
кой целостности психических образов, которая больше, чем сумма своих частей, 
а память человека вполне естественно может хранить целостные картины взаимос-
вязанных представлений, что поддерживается на уровне нейрофизиологии сетевым 
строением мозговых систем [5, 8].

Однако в равно или разно вероятном континууме элементарных событий класси-
ческой теории вероятностей все случайные события являются несовместными: ве-
роятность их объединения оказывается всегда меньше, чем вероятность появления 
любого из этих событий по отдельности. Попытка создания субъективной теории 
вероятности на этом основании также не решает имеющиеся противоречия с психо-
логической действительностью [1].

В особом виде расширение теории вероятностей стало необходимом для кван-
товой механики, которая в операциональных терминах представляется именно как 
некоторое исчисление вероятностей. Квантовые высказывания являются ограни-
ченной формой классических высказываний. Вероятности присваиваются только 
тестируемым высказываниям, но не всем произвольным высказываниям. Квантово- 
логические свой ства являются просто тестируемыми свой ствами (с точки зрения 
прежней концепции измерений). При этом квантовую механику можно понимать как 
неклассическую теорию вероятностей [54]. Более точное определение представляет 
квантовую механику не как новую теорию вероятностей, а как конкретную вероят-
ностную теорию, выбранную из класса вероятностных моделей, удовлетворяющих 
гораздо более общей схеме, которая заслуживает того, чтобы считаться «некласси-
ческой» теорией вероятностей [61]. Полученные в этом направлении результаты 
в значительной мере разбросаны по различным источникам и остаются менее из-
вестными, чем следовало бы.

В связи с этим целью настоящей статьи является описание некоторых возможно-
стей расширения теории вероятностей для осуществления применимости ее к более 
широкому классу явлений и, в частности, к совместным психологическим явлени-
ям. Для этого предлагается ввести изменения в аксиоматику классической теории 
и расширить множество так называемых элементарных событий на случаи, как несо-
вместности проведения испытаний, так и совместного появления событий первично-
го дискретного множества или континуума.

2. ДВА ПОНЯТИЯ ВЕРОЯТНОСТИ В НАУКЕ 20 ВЕКА

В естественных науках и математике в 20 веке были выработаны два основных 
научных понятия, которые позволяют работать с событиями в непрерывных мно-
гомерных и бесконечномерных пространствах. В 1919 г. австрийский математик 
и философ Р. фон Мизес выдвинул понятие вероятности как относительной ча-
стоты (частотное или, как его еще называют, эмпирическое понятие вероятности). 
При помощи этого понятия он изложил основы теории вероятностей, понимаемой 
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как раздел прикладной математики. Строгое изложение теории вероятности дано 
им в 1931 г. Вероятность события – это предел последовательности частот его 
появления, предел, возникающий, когда число испытаний (коллектив) стремится 
к бесконечности [23].

Коллектив, по Мизесу есть некоторая безграничная последовательность экспери-
ментов (испытаний), в которой каждый ее элемент (эксперимент) либо наделен, либо 
не наделен каким-то определенным признаком, например, таким признаком может 
быть выпадение фиксированной грани игрального кубика. Причем, каждый признак 
должен иметь в коллективе определенную долю, которая и есть его вероятность.

Важные свой ства коллектива – существование пределов относительных частот 
определенных признаков и иррегулярность (Regellosigkeit) коллектива. После-
довательность результатов испытаний должна быть сходящейся, т.е. постепенно 
стабилизироваться вокруг того значения, которое будет пределом этой последова-
тельности при гипотетическом продолжении числа испытаний до бесконечности. 
Иррегулярность вводится для сохранения собственно вероятностного смысла дан-
ной концепции. Испытания должны проводиться случайным образом без подгонки 
к какой-либо (закономерной) тенденции, касающейся результата этих испытаний.

Согласно критикам концепции, из которой исходил фон Мизес, требование ирре-
гулярности ограничивает вероятность чисто случайными явлениями (в частности, 
отсутствие стратегии игры) и наталкивается на непреодолимые математические 
трудности, поскольку требование иррегулярности оказывается плохо совместимым 
с требованием существования предела [30]. Некоторые замечания по этой концеп-
ции можно также увидеть в курсе теории вероятностей Б.В. Гнеденко, который сле-
дует идеям А.Н. Колмогорова [9].

В 1929 г. советский математик А.Н. Колмогоров опубликовал статью, в которой 
предложил использовать аксиоматическое понятие вероятности на базе теории мно-
жеств и теории меры. В 1933 г. им была написана небольшая книга, в которой были 
изложены доказанные на базе этого понятия основные теоремы теории вероятно-
стей (книга была издана на немецком языке, в 1936 г. появилась ее русская версия). 
Согласно концепции Колмогорова, задается множество элементарных событий Ω, 
множество подмножеств этого множества называется множеством случайных собы-
тий. Пустое множество Ø символизирует невозможное событие. Мера множества 
подчиняется трем естественным аксиомам: P(Ω) = 1, P(Ø) = 0, P(A U B) = P(A) + 
P(B), если А и B не пересекаются. В современной математике теория вероятностей 
погружается в контекст представлений об абстрактных многомерных и бесконечно-
мерных функциональных пространствах. Однако сохраняются основные представ-
ления теории Колмогорова [14].

В основе всякой теоретико- вероятностной схемы лежит так называемое про-
странство элементарных событий (Ω, U, P) – измеримое пространство элемен-
тов ω, называемых элементарными событиями или элементарными исходами 
с заданной на σ-алгебре U вероятностной мерой P = P (A): P(Ω) = 1. Множества 
пространства Ω называются событиями; мера P(A) множества А € U называется 
вероятностью события А [26].
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Хотя формальная аксиоматическая теория вероятностей явилась продуктивной 
с математической точки зрения, однако она не имеет непосредственного физическо-
го осмысления. Конкретный смысл понятия вероятности остается произвольным. 
Во всех приложениях понятие вероятности события отождествляется с относитель-
ной частотой его появления при тех или иных условиях. При этом в приложени-
ях, в частности, в статистической физике, можно идти двумя путями. При каждом 
применении определить смысл ряда понятий: вероятности, условной вероятности 
и статистической независимости. Такой путь мыслим для ограниченного круга во-
просов. Гораздо более общее и плодотворное решение вопроса получается на пути, 
систематически проведенном Р. Мизесом, который состоит в том, что уже в рамках 
математической теории понятие вероятности события связывается с относительной 
частотой появления данного события в целой их последовательности. Иначе в фор-
мальной теории вероятностей, как было отмечено выше, конкретный смысл понятия 
вероятности остается произвольным [19]. Вместе с этим математические теорети-
ческие определения (например, метрики пространства посредством трех аксиом, 
приведенных выше) предстают как более объективные, а операциональные частот-
ные определения несут по выражению А.А. Печенкина «печать антропоморфизма»: 
они «включают в содержание определяемого термина не только предметы природы, 
но и действия человека, оперирующего этими предметами» [25, с. 215].

3. ВЕРОЯТНОСТЬ В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ

В квантовой механике первоначально использовалась частотная интерпретация 
вероятности, интерпретация в духе идей фон Мизеса [17]. Однако развитие матема-
тического аппарата этой теории привело к интерпретации вероятности в духе идей 
А.Н. Колмогорова. Здесь оказалось возможным обобщить дискретную классическую 
теорию вероятностей путем допущения множественности наборов исходов, каждый 
из которых представляет отдельный «эксперимент». В Квантовой механике простран-
ство состояний S является сферой – множество единичных векторов гильбертова 
пространства H. Не всякое подмножество считается свой ством – только получаемые 
путем пересечения прямых, плоскостей и т.д., проходящих через центр сферы. В ре-
зультате логика физических свой ств является изоморфной решетке множества L(H) 
подпространств H. прямых, плоскостей и т.д., проходящих через центр координат.

При построении квантовой физики, в частности, выяснилось, что классическая 
логика не совсем верна. На это указывали рассмотрения квантовых опытов [59].  
По сравнению с обычной логикой квантовая – расширяется понятием «одновре-
менной разрешимости», что является характеристикой квантовой механики, т.е. 
квантовая механика – это классическая логика плюс новая идея (одновременная раз-
решимость состояний). Физически важные утверждения в квантовой механике обра-
зуют некоторую проекционную геометрию, в то время как в классической динамике 
состояния, имеющие отношение к заданной системе, образуют Булеву алгебру, при-
чем ее можно рассматривать как раздел математической логики, изучающий выска-
зывания и операции над ними.
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В частности, было показано, что в квантовой механике плохо обстоит дело дис-
трибутивным законом [37, 56]. Дистрибутивный закон классической логики, который 
нарушается в квантовой механике, имеет вид: p & (q or r) = (p & q) or (p & r). Опре-
деления логики высказываний: сочетание: p & q (& = и); объединение: p or q (or = 
или). Классически этот закон очевидно верен: обе стороны равенства «правда», если 
p «правда» и хотя бы один из q, r «правда».

Х.У. Патнэм (1968) поставил вопрос: может ли «необходимая правда» логики 
быть неистинной по причине эмпирических факторов? Он утверждал, что ответ 
на этот вопрос является утвердительным и логика в определенном смысле является 
естественной наукой. Логика столь же эмпирична, как и геометрия. Вполне можно 
говорить о «физической логике» также как о «физической геометрии» [56]. Яко-
бы таким образом, квантовая механика представляет собой наиболее глубокую ре-
волюцию в истории науки, поскольку она изменяет элементарные правила логики. 
В результате именно такая трактовка квантовой механики представлена, например, 
в одном из современных курсов математики для студентов- физиков [7].

Чтобы пояснить ситуацию с нарушением дистрибутивного закона, рассмотрим 
пример. Пусть H является n-размерным евклидовым пространством (например, n = 
3). Пусть L(H) является множеством подпространств пространства H: линии, плоско-
сти и др., проходимые через начало координат, включая эту точку начала координат 
и все пространство. Упорядочим L(H) по вложению элементов множеств, т.е. соз-
дадим решетку, которую можно рассмотреть, как неклассическую логику. Решетка 
дистрибутивна, если пересечение дистрибутивно относительно объединения и объе-
динение дистрибутивно относительно пересечения: a ˅ (b ˄ c) = (a ˅ b) ˄ (a ˅ c) и a ˄ 
(b ˅ c) = (a ˄ b) ˅ (a ˄ c). Это верно как для множеств (˅=U, ˄=∩), так и для высказы-
ваний (˅ = or, ˄ = &). Но это не всегда «правда».

В частности, для L(H): если a, b – отдельные линии, тогда (a ˄ b) = 0, (a ˅ b) – это 
плоскость; если a, b – отдельные плоскости, тогда (a ˅ b) = 1, (a ˄ b) – это линия. 
Если a, c – прямые, не лежащие в плоскости b, тогда a ˅ b, b ˅ c = 1, a ˄ b = b ˄ c = 
a ˄ c = 0. Имеем не дистрибутивный пример, как и ранее. Это и есть квантовая логи-
ка фон Неймана в геометрической интерпретации. Если L дистрибутивная решетка, 
тогда каждый элемент a в ней имеет не более одного дополнения (если имеет допол-
нение, то оно единственное). В не дистрибутивном случае один элемент может иметь 
много дополнений. Один из вариантов введения Булевой алгебры, являющейся осно-
вой классической логики, как раз и состоит в представлении ее в качестве дополнен-
ной дистрибутивной решетки. В квантовой механике решетка подпространств L(H) 
не является однозначно дополненной и таким образом не является дистрибутивной, 
т.е. классическую (булеву) логику оказалось надо «спасать».

Один из путей «спасения» классической логики заключается в представлении, 
что L(H) находится внутри большой булевой алгебры всех подмножеств сферы S. 
Другими словами, надо позволить произвольным высказываниям о состояниях си-
стемы считаться осмысленными. Однако ни одна из вероятностных мер на L(H) 
не расширяется любым последовательным образом в вероятностную меру на этой 
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большой булевой алгебре. Т.е. по факту не существует такое встраивание L(H) в бу-
леву алгебру, которое сохраняет вероятности. Другими словами, L(H) содержит мно-
го маленьких булевых сублогик. Получается, что квантовая логика более общая, чем 
классическая логика.

Вместе с тем квантово- логические свой ства являются всеми теми свой ствами, 
которые действительно существуют в мире. Если это так, то классическая логика 
является специальным случаем квантовой логики – и надо действительно исправ-
лять представления о том, как работает логика. Однако, современные представления 
и научные факты говорят о том, что квантовая логика является специализацией клас-
сической логики, а не заменой для нее. Но для понимания этого приходится немного 
расширить наше понимание теории вероятностей [60].

Квантовая механика операционально – это теория возможных статистических 
распределений результатов определенных измерений, и ее неклассическая «логика» 
отражает тот фундаментальный факт, что не все наблюдаемые явления можно наблю-
дать одновременно. Из-за этого существования несовместимых (дополнительных) 
наблюдаемых, множество вероятностных событий (или суждений) менее богато, чем 
это было бы в классической теории вероятностей, а множество возможных статисти-
ческих распределений, соответственно, менее жестко ограничено. То, что некоторые 
«неклассические» распределения вероятностей, допускаемые этой теорией, на самом 
деле проявляются в природе, возможно, удивительно, но похоже никоим образом 
не требует какого-либо глубокого сдвига в нашем понимании логики. Собственно, 
в сложных системах и, в частности, в биологии такого рода дополнительность так-
же наблюдается, когда речь идет о том, что у системы не существует наибольшей 
модели, а «формальные системы, как модели, необходимые для описания каждого 
отдельного аспекта явлений в естественных системах, оказываются невыводимыми 
одна из другой» [2, с. 54]. Эпистемологические вопросы моделирования сложных си-
стем рассмотрены в работе [4].

Известно, что идея дополнительности была первоначально развита в психологии 
сознания Уильяма Джеймса, который писал, что у некоторых людей оно может быть 
разделено на части, которые сосуществуют, взаимно игнорируя и дополняя друг дру-
га [47]. В современной психопатологии имеется большое разнообразие описаний де-
персонализации и расщепления сознания личности [21].

В квантовых измерениях состояния являются единичными векторами (векторами 
длинны 1). Определим измерения в виде максимального набора взаимно ортогональ-
ных (перпендикулярных) единичных векторов. Вероятность получения x в состоянии 
v – квадрат проекции компонента v в направлении x: Pr(x|v) = |(v, x)|2. Это работает 
и в пространствах большей размерности.

Заимствуя термины из теории вероятностей, событием можно назвать любое 
подмножество измерений – это любое множество взаимно ортогональных единич-
ных векторов. Любой вектор состояния присваивает вероятность любому собы-
тию (просто добавляет). Если посмотреть на квантовую механику под этим углом, 
то тестируемое свой ство можно определить как множество состояний, которые 
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исключаются наблюдением. Это будет множество A векторов состояний ортогональ-
ных ко всем (выходным) векторам в событии A. Если A является событием с вероят-
ностью p, тогда вероятность A┴ равна 1-p (если A┴ = B┴, то A и B имеют одинаковую 
вероятность во всех состояниях).

Формальная структура квантовой механики может быть однозначно определена 
небольшим числом разумных предположений вместе, возможно, с некоторыми оче-
видными закономерностями в наблюдаемых явлениях. Эта возможность уже рас-
сматривалась фон Нейманом (в его поздних работах по непрерывной геометрии), 
но впервые стала явной и программной в работах Джорджа Макки [42]. Он пред-
ставил последовательность из шести аксиом (определяющих очень консервативную 
обобщенную теорию вероятностей), которые лежат в основе построения «логики» 
экспериментальных утверждений, или, в его терминологии, «вопросов», имеющих 
структуру сигма- ортомодулярного частично упорядоченного множества [51, 52].

Очень естественным направлением для обобщения дискретной классической те-
ории вероятностей является допущение множественности наборов исходов, каждый 
из которых представляет отдельный «эксперимент». Общим для всех них является 
Тестовое пространство – это непустая коллекция A непустых множеств E, F, …, ка-
ждое из которых понимается как дискретное исходное множество, как в классиче-
ской теории вероятностей. Каждое множество E ∈ A называется тестом. Множество  
X = ∪A всех результатов всех тестов, принадлежащих A, называется пространством 
результатов A. Здесь важно, что различные тесты могут перекрываться, т.е. иметь об-
щие результаты. Было показано, что эта структура может сочетаться как с обычным 
формализмом теории меры полномасштабной классической теории вероятностей, 
так и с формализмом гильбертова пространства квантовой теории вероятностей [60].

Факт того, что квантовые структуры являются обобщением традиционных ве-
роятностных конструкций и поэтому они лучше отвечают имеющимся результатам 
наблюдений, позволил в настоящее время разработать технологию свѐртки приклад-
ных марковских моделей в квантовые представления для моделирования поведения 
марковских процессов при решении диагностических задач. В результате квантовые 
представления становятся применимыми к самым разным макропроцессам и, в част-
ности, к задачам психодиагностики [48, 49]. При этом каждое квантовое представ-
ление соответствует одному из кластеров, выявленных в результате проведенного 
кластерного анализа случайных процессов, а кластеры состояний, фактически, явля-
ются результатами отдельных тестов в общем тестовом пространстве [15, 16].

4. ТЕСТОВОЕ ПРОСТРАНСТВО

Понятие тестового пространства является особенно простой и гибкой матема-
тической основой для изучения теории вероятностей – классической, квантовой 
и других. Тестовое пространство предполагает набор (возможно, перекрывающихся) 
дискретных выборочных пространств. Первичная идея была подробно разработана 
в 1970-х и 80-х годах [39, 40, 57]. «Квантовая логика» вполне естественно возникает 
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как инвариант тестовых пространств; однако последние гораздо легче интерпретиро-
вать и манипулировать ими.

Тестовое пространство является обобщением понятия дискретного выборочного 
пространства в классической теории вероятностей. Это пара (X; A), где X – непустое 
множество, а A – покрытие X непустыми подмножествами, называемыми тестами. 
Предполагаемая интерпретация состоит в том, что каждое множество E ∈ A пред-
ставляет множество всех возможных результатов некоторого эксперимента, решения 
или физического процесса. Соответственно, подмножество теста называется опытом 
или событием, а элементы теста x ϵ X называются результатами или исходами. Вес 
вероятности или состояние на (X; A) является функцией w: X -> [0; 1] суммируя до 1 
по каждому тесту. (Простая) случайная величина на (X; A) – это отображение f: E -> 
R, определяемое по тесту E ∈ A.

Как было отмечено выше в общем случае различные тесты могут перекрывать 
друг друга. Тестовое пространство, состоящее только из одного теста, является клас-
сическим. Тестовое пространство, в котором различные тесты не пересекаются, на-
зывается полуклассическим. Однако, как показывают приведенные ниже примеры, 
не полуклассические тестовые пространства возникают вполне естественно. Следует 
также отметить то, что вероятность исхода по отношению к данному событию не за-
висит от теста. Если результат является общим для двух или более тестов, его вероят-
ность в данном опыте не зависит от того, какой тест используется для его получения. 
Другими словами, вероятности, которые состояния присваивают исходам, не зависят 
от контекста [60].

В качестве простейшего примера можно взять две (неидентичные) монеты, одна 
с гранями H и T, другая с гранями h и t. Пусть E – опыт подбрасывания первой мо-
неты, так что E = {H; Т}. Пусть F – опыт подбрасывания второй монеты, так что F =  
{h; t}. Тогда у нас есть очень простое полуклассическое тестовое пространство  
с X = {H; Т; h; t} и А = {Е; F} = {{Н; Т}; {h; t}}. Теперь можно рассмотреть последова-
тельные эксперименты: (a) подбросить монету E два раза подряд или (b) подбросить 
монету E: если результат H, подбросить ее еще раз; если нет, подбросить моне- 
ту F. Здесь наборы исходов равны {HH; HT; ТH; TT} и {HH; НТ; Тh; Тt}. Они имеют 
два общих результата, а именно HH и HT. Можно также представить своеобразную 
квантовую ситуацию, когда монеты E и F «сцеплены» друг с другом и их поведение 
взаимосвязано: при выпадении H выпадает и h, а при выпадении T получается t. Тог-
да второй набор исходов имеет вид {HH; НТ; Тt; Tt}.

Дискретная классическая теория вероятностей – это теория тестовых про-
странств вида (E; {E}), имеющая только один тест. В более общем смысле пусть  
S – множество, а Ʃ – поле подмножеств S. Пусть B = B(S; Ʃ) – набор (скажем, счетных) 
разбиений S на непустые Ʃ-измеримые множества. Каждое разбиение E ∈ B можно 
представить как исходное множество для «крупнозернистого» измерения значения в S. 
Соответственно, получаем тестовое пространство (Ʃ*; B(S; Ʃ)), где Ʃ* – множество 
непустых элементов Ʃ. Это называется тестовым пространством Бореля, связанным 
с (S; Ʃ). Состояния на (Ʃ*; B(S; Ʃ)) соответствуют σ-аддитивным вероятностным мерам 
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на (S; Ʃ), а простые случайные величины на (Ʃ*; B(S; Ʃ)) соответствуют простым слу-
чайным величинам (в обычном смысле) на (S; Ʃ); более общие случайные величины 
могут быть восстановлены как их пределы. Таким образом, Колмогоровская теория 
вероятностей по существу является теорией Борелевских тестовых пространств [60].

Одно из достоинств тестовых пространств – это простота, с которой можно соз-
давать простые и поучительные специальные примеры. Рассмотрим так называемый 
треугольник Рона Райта [62], представляющий собой запечатанный треугольный 
ящик с непрозрачными верхом и дном, и полупрозрачными боковыми стенками. Ин-
терьер ящика разделен на три сообщающиеся камеры (a, b, c), каждая из которых за-
нимает один угол. Внутри коробки в случайном месте находится светлячок, видимый 
через конкретную стенку тогда и только тогда, когда светлячок занимает одну из двух 
камер за ней и мигает.

Каждая стенка ящика соответствует эксперименту. Глядя через одну из стенок, 
можно увидеть свет в камере (а), свет в камере (b) или вообще не увидеть света. 
Представляя этот последний результат через x, мы можем представить эксперимент 
по просмотру этой стенки через {a; x; b}. Аналогично представив эксперименты, 
связанные с двумя другими стенками, через {b; у; с} и {с; z; a}, получим тестовое 
пространство M = {{a; x; b}; {b; у; c}; {с; z; а}}, которое удобно представить графи-
чески (рисунок 1).

Рис. 1. «Диаграмма Гричи» треугольника Райта, в которой результаты,  
принадлежащие обычному тесту, лежат вдоль сторон треугольника

На рисунке 1 показана «Диаграмма Гричи» [44] треугольника Райта, в которой 
результаты, принадлежащие обычному тесту, лежат вдоль сторон треугольника (в об-
щем случае вдоль прямой линии или гладкой кривой). Каждый узел (a, b, c) пред-
ставляет результат наблюдения, причем результаты, соответствующие каждому 
эксперименту, лежат на общей линии, соответствующей трем тестам (x, y, z). Тесты 
при этом принимают только два состояния, события которых не смешиваются –  
не могут быть одновременно. В этом случае такие состояния в тестах называются 
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дисперсионно свободными. Пространство Pr(M) всех вероятностных весов на M 
трехмерно, поскольку такой вес однозначно определяется тройкой (a, b, c), причем 
для M есть исходы, которые являются не дисперсионно свободными p(a) = p(b) =  
p(c) = 1/2; p(x) = p(y) = p(z) = 0 [61].

В более общем виде задачу можно усложнить, если представить, что количество 
светлячков в треугольнике Райта может быть больше одного, а их перемещения вну-
три ящика являются случайными. В этом случае события смогут происходить од-
новременно, и система вероятности таких событий будет сложнее. Таким образом, 
можно предложить дальнейшее расширение понятия тестового пространства. По-
кажем далее, что такое расширение оказывается важным для расчета вероятностей 
в ряде психологических задач.

5. КОГНИТИВНАЯ ИЛЛЮЗИЯ,  
СВЯЗАННАЯ С «ОШИБКОЙ ОБЪЕДИНЕНИЯ»

Согласно теории вероятностей вероятность объединения двух и более случайных 
событий всегда меньше вероятности одного события. Но многочисленные экспери-
менты показывают, что психологически люди склонны ошибаться и считать, что ве-
роятность двух событий выше вероятности появления одного события [46].

Классический эксперимент Тверски и Канемана посвящен исследованию ситуа-
ции с банковской служащей. Испытуемым сообщаются следующие сведения: Линда, 
возраст 31 год, одинокая, искренняя и привлекательная, специализировалась в фило-
софии. Когда была студенткой, была очень обеспокоена вопросами дискриминации 
и социальной справедливости, а также участвовала в антиядерных демонстрациях.

Затем спрашивается: Какая из следующих альтернатив более вероятна?
A)  Линда – кассир банка.
B)  Линда – кассир банка и активно участвует в феминистском движении.

Большинство людей выбирают – B) и эти люди являются «жертвами ошибки объ-
единения». Теоретически, для двух независимых событий не может быть, чтобы они 
вместе были более вероятны, чем каждое из событий в отдельности [58].

Нарушения правила объединения носят систематический характер. Причины, по-
чему столь неадекватное поведение имеет место и столь часто встречается, оказыва-
ются в целом неясными и слабо объяснимыми. В соответствии с общепризнанными 
нормативными взглядами это поднимает ряд вполне обоснованных вопросов. По-
чему люди столь часто не принимают во внимание правильную логическую форму 
утверждений при оценке вероятностей? Почему они столь не расположены коорди-
нировать оценку вероятности с общепринятой теорией и ее логической структурой?

Много раз отмечалось, что понятие вероятности здесь очень нечетко определено 
и эти вероятности скорее всего, связаны, например, с суждениями о правдоподобно-
сти [45] и вопросом того, насколько хорошие предсказания согласуются с некоторой 
общей моделью предполагаемой реальности, включающей сосуществование различ-
ных (бессознательных и сознательных) тенденций [33].
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Попытки обосновать ответы на представленные выше вопросы привели так-
же к представлениям о том, что когнитивные процессы сродни квантовым явлени-
ям. Ситуацию предпочтения вероятности двух событий можно описать, используя 
квантовые вероятности. В частности, можно провести анализ с использованием 
простейшей структуры, возможной в квантовой теории: двумерного векторного про-
странства [38, 55].

В квантовом объяснении одномерные подпространства (представленные еди-
ничными векторами) реализуют предложения A и B и их ортогональные аналоги 𝐴┴ 
и 𝐵┴. Кроме того, соответствующие знания о системе (данные с описанием Линды) 
могут быть представлены простым вектором S, называемым вектором состояния. 
В основном предполагается, что длины проекций векторов состояния на векторы, 
представляющие обсуждаемые события, представляют (квантовые) вероятности со-
бытий (так называемое правило Борна).

Согласно [38] рассмотрим ситуацию сравнения двух утверждений: (A) «Линда – 
активно участвует в феминистском движении» с обычной вероятностью 0,61 и (B) 
«Линда – кассир банка» с вероятностью 0,38. Покажем, что (совместное) утверждение 
(A & затем B) «Линда – феминистка и кассир банка» вполне может иметь вероятность 
0,51. Как представлено на рисунке 2 базовое предположение для обработки объеди-
нения состоит в том, что сначала вектор состояния S проецируется в состояние A, 
а затем результирующий вектор проецируется в состояние B (правило Людерса) [50]. 
Согласно рисунку 2, результатом этой операции является вектор длины 0,51. Очевид-
но, что эта операция не соответствует пересечению двух векторных пространств. Что-
бы отличить ее от операции пересечения A ∩ B, ее определили как «A & затем B».

Рис. 2. Векторное объяснение ошибки объединения (адаптировано из [55])

Рисунок 2 иллюстрирует, что обычного двумерного векторного пространства 
достаточно, чтобы решить проблему объединения вероятностей в психологии. Ком-
плексные числа (как это требуется для охвата истинного гильбертова пространства) 
в данном случае не нужны. Обычных проекций достаточно, чтобы показать возмож-
ность возникновения «ошибки объединения».
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Однако нам представляется, что квантовое рассмотрение обладает недостаточной 
объяснительной силой и при этом привлекает слишком сложные квантовые пред-
ставления, далекие от психологических явлений. При векторном объяснении ошибки 
объединения трудно пояснить как могут образоваться еще более большие вероятно-
сти объединения событий, что наблюдается на практике. Кроме того, векторное объ-
яснение ошибки объединения трудно соединить с существующими представлениями 
о механизмах психологических процессов.

6. СОПРЕДСТАВЛЕННАЯ МОДЕЛЬ  
ОБЪЕДИНЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

В целом, как было отмечено ранее, можно утверждать, что в случае «ошибки 
объединения» ошибаются не люди, а психологи, принимая более сложные психоло-
гические события за простейшие случайные события (бросания монеты или кости), 
с которыми изначально имеет дело элементарная теория вероятностей. На практике 
можно понять, что возможность появления многих разных свой ств у объекта воспри-
ятия часто легче представить, чем остаться только с одним из этих свой ств и без всех 
других (опустим здесь вопрос о развитости сознания или категориальной системы). 
Рассматривая эти возможности как вероятность в виде частоты появления соответ-
ствующих свой ств, вполне можно говорить о том, что вероятность появления множе-
ства разных свой ств в продуктах восприятия обычно больше вероятности появления 
только одного свой ства.

Таким образом, согласно реальности восприятия, для любого объекта более ва-
лидно иметь множество определенных и связанных характеристик, чем только одну 
особенность. Иначе говоря, перцептивные процессы (в отличие от упрощенных про-
цессов мышления) показывают, что объект восприятия с множеством одновременных 
и связанных с ним (сопредставленных) свой ств на самом деле более действителен 
и актуален, чем абстрактный объект с несколькими случайными признаками. Со-
представленные свой ства событий восприятия имеют общее происхождение и ока-
зываются совместно порожденными. Это предполагает, что природа такого познания 
весьма сложна, что не учитывается в упрощенных абстрактных научных представле-
ниях, например, в модели равновероятностного континуума случайных событий [3].

Разработанный ранее в нашей стране подход трансцендентальной психологии 
[24, 27, 34] позволяет обосновать сопредставленную математическую вероятност-
ную модель, которая согласуется с психологией восприятия человека и эвристиче-
скими суждениями людей в условиях неопределенности [3, 32, 33, 35]. Согласно 
трансцендентальному подходу, процессы восприятия имеют полифункциональный 
характер с со-существованием различных альтернатив и обладают функциональной 
гибкостью, необходимой для эффективного действия перцептивных и когнитивных 
систем в постоянно изменяющихся условиях [27].

Для моделирования сопредставленности, фактически, не нужно отказывать-
ся от теории вероятностей в том числе в ее элементарной форме. Необходимо 
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обратиться к созданию более сложных моделей теории вероятностей и, в первую 
очередь, представить как элементарные объекты теории вероятностей (монета или 
игральная кость) могут получить более широкое тестовое пространство с возможно-
стью объединения событий. В принципе эта возможность предполагается и в указан-
ной выше теории тестовых пространств, хотя специально не актуализируется в ней.

Простым примером модели с появлением объединения событий (в качестве от-
дельного дополнительного события по отношению к известным единичным исхо-
дам) является эксперимент с паданием монеты- медальона, которая кроме выпадения 
двух сторон H и T может вдруг раскрыться и показать одну из частей развернутого 
медальона, в котором снаружи есть, а внутри нет изображений «орла» и «решки». 
Для монеты- медальона возможны (и могут быть равновероятны) все четыре вари-
анта событий: два варианта, когда монета- медальон падает как обычная монета, 
не раскрываясь, и два других варианта, когда монета- медальон падает, раскрываясь 
как медальон. Тестовое пространство медальона имеет только один возможный тест, 
состоящий из четырех исходов с возможным появлением двух событий H и T одно-
временно {H, T, HT, O}.

Более сложной моделью, в которой вероятность объединения событий может 
превысить вероятность одиночных событий, является модель игральной кости, 
превращенной в более сложную объемную фигуру, например, в ромбокубооктаэдр. 
Он представляет собой объемную фигуру, которую можно образовать из первич-
ного куба путем превращения его ребер и вершин в отдельные грани и состоящую 
из 8 треугольников и 18 квадратов. Рассмотрим его как вариант особой «кости», т.е. 
при бросках будем интересоваться только выпадением всех шести граней, которые 
в ромбокубооктаэдре являются гранями первичного куба (игральной кости) с учетом 
проективной возможности наблюдения соответствующих граней куба, находясь в от-
далении на линии, перпендикулярной плоскости любой реально выпавшей грани. 
На рисунке 3, где представлено изображение ромбокубооктаэдра, эти грани первич-
ного куба показаны темно красным цветом.

Рис. 3. Изображение ромбокубооктаэдра (рассматриваемые в качестве исходных  
событий грани первичного куба выделены темно красным цветом)

На рисунке 4 представлено тестовое пространство наблюдаемых одновременно 
(темно красных) граней первичного куба в ромбокубооктаэдре. Это пространство 
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можно представить в виде трех тестов и включает: (A) – 6 состояний выпадения 
граней первичного куба – игральной кости; (B) – 12 состояний возможности одно-
временного видения двух граней первичного куба; (C) – 8 состояний возможности 
одновременного видения трех граней первичного куба).

Рис. 4. Тестовое пространство для ромбокубооктаэдра (A - 6 состояний выпадения граней 
исходного куба – обычной «кости»; B – 12 состояний возможности видения двух граней 

исходного куба; C – 8 состояний возможности видения трех граней исходного куба)

Можно видеть, что в ромбокубооктаэдре вероятность увидеть определенную ком-
бинацию из нескольких первичных граней в целом существенно больше вероятности 
увидеть только одну из этих граней. На любую их первичных граней 1–6 на рисунке 
4A приходится 4 состояния из двух граней (рис. 4B) и 4 состояния из трех граней 
(рис. 4C). Можно видеть, что в данной модели различные объединенные исходы, 
включающие 2 и 3 отдельных первичных состояний кубической игральной кости, 
включаются в общее дискретное пространство элементарных исходов Ω, в кото-
ром отдельные первичные исходы в результате могут объединяться. При этом важ-
но, что вероятность объединения первичных случайных событий может превышать 
вероятность любого из этих событий по отдельности, что согласуется с результата-
ми психологических экспериментов. В частности, кросс- культурный эксперимент 
по восприятию вероятности совместных событий показал возможность влиять 
на принятие человеком решения в предсказуемом направлении, варьируя восприни-
маемые и смысловые параметры ситуации в соответствии с теоретическими предпо-
ложениями, связанными с новой моделью оценки вероятности [36].

Для ромбокубооктаэдра вероятности выпадения квадратных и треугольных гра-
ней не должны быть равны друг другу и предпочтение в величине вероятности, 
по-видимому, надо отдать квадратной грани, что согласуется с результатами частот-
ных экспериментов.

Примерный расчет вероятностей для пространства исходов ромбокубооктаэдра 
проведем с учетом того, что вероятность выпасть треугольной грани q равна ¾ от ве-
роятности выпадения любой квадратной грани p. Имеем общую формулу: 18p + 8 (¾)
p =1; откуда p = 1/24; q = ¾ p = 1/32. Вероятность получения любой одной исходной 
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(темно красной на рисунке 3) квадратной грани d = 6/24 = ¼. Вероятность получения 
любых двух квадратных граней с учетом появления этих граней в составе выпадения 
двух или трех (темно красных) граней e = 1 – d = 3/4. Соответственно вероятность 
получения любых двух (но не трех) квадратных граней p2 = 12/24 = ½. Вероятность 
получения любых трех квадратных граней p3 = 8/32 = ¼. Таким образом в тестовой 
модели ромбокубооктаэдра вероятность объединения событий (совместного появле-
ния двух граней первичной игральной кости) может существенно превысить вероят-
ность одного события (выпадения только одной грани первичной игральной кости). 
В общем случае вероятности объединенных событий могут быть как меньше, так 
и больше вероятностей отдельных исходов в зависимости от конкретики используе-
мой модели и решаемой задачи.

Рассмотренные примеры показывают, что при создании более сложных вероят-
ностных моделей, с одной стороны, пространство событий может выступать в виде 
системы отдельных тестов с совмещением событий в разных тестах, а с другой сто-
роны в этих тестах события тоже могут совмещаться в том иди ином виде. В более 
общем виде этому, например, могут соответствовать: наборы различных проектив-
ных геометрий или сетевых иерархических структур, типа различных деревьев.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Одной из важных разработок теории квантовой механики является создание пред-
ставления о тестовых пространствах, что позволяет расширить классическую тео-
рию вероятности. Введение понятия тестовых пространств в состав общей теории 
вероятностей является, на наш взгляд, важной вехой в развитии этой теории. В целом 
аксиоматика классической теории вероятностей в этом случае расширяется с множе-
ства несовместных элементарных событий на случаи, как повторяемости событий 
в несовместных тестовых испытаниях, так и случаи совместного появления событий 
в отдельных тестах. Это обеспечивает новые возможности применения теории веро-
ятностей к более широкому классу явлений и, в частности, к моделированию сопред-
ставленных психологических явлений, в том числе без привлечения к объяснению 
психологии поведения человека векторных аналогий из квантовой механики.

На этой основе в работе представлены простые математические модели, позво-
ляющие более адекватно объяснить эвристическое поведение человека при оценке 
вероятностей случайных событий. Фактически, при применении научных норм тео-
рии вероятностей в психологии и других науках о живом необходимо строить новые 
модели, учитывающие относительно более сложный характер рассматриваемых яв-
лений и процессов. В частности, на основе разработанной модели сопредставленных 
событий удается преодолеть «ошибку объединения» вероятностей [13, 58] и пока-
зать, что эвристическое поведение человека при оценке вероятностей случайных со-
бытий не должно считаться ошибочным [3, 35].

В результате можно утверждать, что «ошибка объединения» – это скорее научная 
иллюзия. Когда результаты применения нормативных научных концепций серьезно 
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отличаются от наблюдаемого поведения живых существ, разумно проверить пределы 
применимости научной модели, которая используется в качестве правильной и ва-
лидной нормы. Простая модель, использованная для образования этой нормы, может 
не соответствовать более сложной системе, которую пытаются уложить в прокрусто-
во ложе более простой модели.

Таким образом, предлагаемое расширение элементарной теории вероятностей 
для моделирования психологических явлений основано на использовании резуль-
татов квантовой теории, относящихся к представлениям о тестовых пространствах 
(в виде системы отдельных дополнительных полно вероятностных тестов с совме-
щением событий в разных тестах), и рассмотрения вероятностных моделей с воз-
можностями совмещения (объединения) отдельных случайных событий (с учетом 
сетевых иерархических структур, типа деревьев, или множества различных проек-
тивных геометрий).
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of perception, some of their possibilities for expanding the classical theory of 
probability to the field of representing psychological events, for which a combination 
of outcomes may have a probability greater than the probability of single events from 
their common set, are considered. It is noted that a model based on a common space 
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