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координат вектора состояния. Сформулированы и  доказаны достаточные 
условия ε-оптимальности на  основе принципа расширения. Предложен 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решение задач оптимального управления детерминированными системами, пове‑
дение которых описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями, как 
правило, связано с нахождением программного управления или управления с полной 
обратной связью по вектору состояния. Методы поиска программного управления 
связаны с применением принципа максимума Л.С. Понтрягина и численных методов 
решения двухточечных краевых задач, применением итерационных процедур на основе 
использования первой и второй вариации функционала, с нахождением наилучших 
параметров разложений по элементам базисных систем при помощи методов опти‑
мизации [1–8]. Поиск оптимального управления с полной обратной связью связан 
с определением решений уравнения Беллмана [9–14]. Отдельно следует выделить 
группу численных методов, основанных на применении принципа расширения и до‑
статочных условий оптимальности [9–13]. Методы решения задач синтеза управления 
с неполной обратной связью, когда информация обо всех координатах вектора состо‑
яния недоступна, еще недостаточно развиты. В [15] приведены достаточные условия 
оптимальности управления с неполной обратной связью и соотношения для его опре‑
деления. В данной статье предлагается численный алгоритм решения, основанный 
на применении ортогональных разложений [8], априорных оценок близости найденного 
алгоритма управления к оптимальному и мультиагентных алгоритмов глобальной 
оптимизации. Сформулированы и доказаны достаточные условия ε -оптимальности 
искомого управления, получена формула для вычисления априорной оценки. Данная 
работа развивает исследования применимости таких оценок, начатые в работах [9–12] 
и продолженные в [16, 17].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть поведение модели объекта управления описывается обыкновенным диффе‑
ренциальным уравнением

			       
( , ( ), ( ))dx f t x t u t

dt
= , 0 0( ) ,x t x=  	 (1)

где x  – вектор состояния системы, 1 2( , ) ,T nx x x R= ∈  1
1( , ..., ) ,T

mx x x=  
2

1( , ..., ) , 0T
m nx x x m n+= ≤ ≤  (предположим, что о компонентах вектора 1 mx R∈  из‑

вестна текущая информация, а  о  компонентах вектора 2 n mx R −∈  она отсутствует); 
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u  – вектор управления, ,qu U R∈ ⊆  U  – некоторое заданное множество; t – вре‑
мя, { } { }0 0, ,f ft T t t T t t T′ ′ ∈ = =     – промежуток времени функционирования 
системы, моменты времени 0t  и  ft  заданы, 0( , )fT t t= ; внешние воздействия на объ‑
ект управления отсутствуют, ( , , ) : n nf t x u T R U R′× × →  – непрерывно дифференци‑
руемая функция.

Обозначим: 1 2 0 0, , ; ( , ) , , .n m n m n n
f fB R B R B R Q t t R Q t t R− ′  = = = = × = × 

Начальные условия 0 0( )x t x=  заданы множеством nRΩ ⊆ , размерность которого 
равна ,m  т.е.

	    	       { }2 1 1
0 0 1( ) ( ) , ,mx t x x y x x R B∈Ω = = ∈ = 	 (2)

где 1
0 ( )jy x , 1, ..., ,j m n= + −  заданные непрерывно дифференцируемые функции. 

При 0m =  множество Ω  является точкой, а  при m n=  совпадает с  множеством  
nR . Условия на вектор состояния на правом конце промежутка времени T ′  не заданы.

Предполагается, что при управлении используется информация только о времени 
t  и о компонентах вектора 1 ,x  т.е. управление ( )u t , применяемое в каждый момент 
времени t T ′∈ , имеет вид управления 1( ) ( , ( ))u t t x t= u  с неполной обратной связью 
по вектору состояния (рис. 1).

Рис. 1

Множество допустимых управлений mU  с  неполной обратной связью образу‑
ют функции 1( , ) :t xu  1T B U′× →  такие, что функции 1( , , ( , ))if t x t xu , 1, ..., ,i n=  
определены на  ,Q′  непрерывны вместе с частными производными по  ,x  кусочно-
непрерывны по  .t  При этом управление 1( ) ( , ( ))u t t x t= u  кусочно-непрерывно по  t , 
а в точках разрыва значение управления определяется как предел справа.

Определим множество допустимых элементов 0 0( , )t xD  как множество пар 
( ( ), ( ))d x t u t= , удовлетворяющих уравнению (1) с  начальным условием (2) почти 

всюду на  T ′ , где ( ) , ( ) ,nt T x t R u t U′∀ ∈ ∈ ∈  функции ( )x t  непрерывны и кусочно-
дифференцируемы, а  ( )u t  кусочно-непрерывны.

На множестве 0 0( , )t xD  определим функционал качества управления

	       	            ( )
0

0 ( , ( ), ( )) ( ( )),
ft

f
t

I d f t x t u t dt F x t= +∫ 	 (3)

( , ( ), ( ))dx f t x t u t
dt

=

1( , )t xu1( ) ( , ( ))u t t x t= u
0 m n≤ ≤

0 0( )x t x= ∈Ω

1 2( ) ( ( ), ( ))Tx t x t x t=

1
1( ) ( ( ),..., ( ))T

mx t x t x t=
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где 0 ( , , ) , ( )f t x u F x – заданные непрерывно дифференцируемые функции.
Требуется найти такую функцию 1( , ) mt x∗ ∈u U , что

		    	     
0 0( , )

( ) min ( )
d t x

I d I d∗

∈
=

D
 0 ,x∀ ∈Ω 	 (4)

где * * * * 1( ( ), ( ) ( , ( ))d x t u t t x t∗= = u .
Функция 1( , ) mt x∗ ∈u U  называется оптимальной синтезирующей функцией 

на множестве Ω . Для каждого начального условия из множества Ω  она порождает 
оптимальную пару, т.е. оптимальную траекторию * ( )x t  и оптимальное программное 
управление * ( ).u t  Предполагается, что минимум в (4) и функция 1( , )t x∗u  существуют.

Подчеркнем, что число используемых в управлении координат вектора состояния 
совпадает с размерностью множества начальных состояний Ω . При 0m =  множе‑
ство Ω  является точкой 0 ,x  для которой ищется оптимальное программное управ‑
ление ( )* ,u t  а при m n=  множество Ω  совпадает с  n -мерным евклидовым про‑
странством и ищется оптимальное управление с полной обратной связью по вектору 
состояния ( )* ,t xu .

Рассмотрим проблему поиска приближенного решения задачи (4).
Требуется найти такую функцию 1( , ) mt xε ∈u U , что

			     ( ) ( )I d I dε ε∗− ≤  0 ,x∀ ∈Ω 	 (5)

где * * * * 1( ( ), ( ) ( , ( ))d x t u t t x t∗= = u , 1( ( ), ( ) ( , ( ))d x t u t t x tε ε ε ε ε= = u , 
0 0

*

( , )
( ) min ( )

d t x
I d I d

∈
=

D
,

ε −  малое положительное число. Функция 1( , )t xεu  называется −ε оптимальной 
синтезирующей функцией на множестве Ω .

3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ε–ОПТИМАЛЬНОСТИ

Поведение траекторий уравнения (1), исходящих из множества Ω , предлагается 
описывать с помощью вектор-функции 1

1 2( , ) : ,y t x T B B′× →  удовлетворяющей си‑
стеме уравнений:

       

1 1
1 1 1 1 1 1

1

( , ) ( , )
( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , )),

m
j j

i j
i i

y t x y t x
f t x y t x t x f t x y t x t x

t x
∂ ∂

∂ ∂=

= − +∑ u u 	 (6)

			                1 1
0 0( , ) ( ),j jy t x y x= 	 (7)

где 1, ..., .j m n= +
Уравнениями характеристик этой системы являются уравнения для координат 

вектора состояния, образующие (1):

1 1 1 1
0 0 1( ) ( , ( ), ( ), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ,i ix t f t x t y t t x t i m x t x B= = = ∈ u

1 1 1
0 0 0( ) ( , ( ), ( ), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ( ).j jy t f t x t y t t x t j m n y t y x= = + = u
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Решение системы (6),(7) устанавливает связь: 2 1 1
1( , ) ( , )x y t x t x T B′= ∀ ∈ × .  

Предполагается, что размерность множества, описываемого соотношением 
2 1( , )x y t x= , равна .m t T ′∀ ∈  Для получения траекторий, исходящих из множе‑

ства Ω , требуется решить систему (6),(7) при известном управлении 1( , )t xu , а за‑
тем систему

1 1 1 1 1
0 0 1( ) ( , ( ), ( , ( )), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ,i ix t f t x t y t x t t x t i m x t x B= = ∀ = ∈ u

Если значения координат вектора 1 ( )x t  в момент t T ′∈  известны, то можно най‑
ти значения координат вектора состояния ( )1 2 1: ( ) ( ), ( ) ( , ( ))

T
x x t x t x t y t x t= = .

Пусть известны управления * 1( , )t xu  и  1( , )t xεu , удовлетворяющие услови‑
ям (4) и  (5) соответственно. Тогда для произвольного заданного начального состо‑
яния 0x ∈Ω  с помощью описанной процедуры (при замене 1( , )t xu  на  * 1( , )t xu  и 

1( , )t xεu ) могут быть найдены пары

* * * * 1
0 0( ( ), ( ) ( , ( )) ( , )d x t u t t x t t x∗= = ∈u D , 

1
0 0( ( ), ( ) ( , ( )) ( , )d x t u t t x t t xε ε ε ε ε= = ∈u D .

Введем в  рассмотрение множество функций ( , ) : ,t x T B Rϕ ′× →  непрерывно 
дифференцируемых всюду, за  исключением конечного числа сечений T B′×  при 
фиксированных t , и конструкции [9–11]:

	            0

1

( , ) ( , )
( , , ) ( , , ) ( , , )

n

i
i i

t x t x
R t x u f t x u f t x u

t x
∂ ϕ ∂ ϕ

∂ ∂=

= + ⋅ −∑ ,	 (8)

( , ) ( , ) ( ) .f fG t x t x F xϕ= +
Приведем сначала формулировку известных достаточных условий оптимальности.
Предположим, что существует множество Φ  функций ( , )t xϕ , для которых кон‑

струкции (8) достигают экстремальных значений:

	   	       
2

2

( ) max max ( , , )
u Ux B

r t R t x u
∈∈

=  1
1( , ) ,t x T B∀ ∈ × 	 (9)

	  	                    
2

2

min ( , )f
x B

g G t x
∈

=  1
1 ,x B∀ ∈ 	 (10)

где ( )r t – кусочно-непрерывная функция на множестве .T
Пусть имеются управление 1( , ) mt x∗ ∈u U  и  соответствующее решение 1( , )y t x∗  

системы (6), (7).

Теорема 1 (достаточные условия оптимальности в  задаче (4) [15]). Если суще-
ствует такая функция ( , )t xϕ ∈Φ , что:
1)	 ( )1 1 1( , , ( , ), ( , ))R t x y t x t x r t∗ ∗ =u  почти всюду на  1

1, ;T x B∀ ∈
2)	 1 1( , , ( , ))f fG t x y t x g∗ =  1

1 ,x B∀ ∈
то управление 1( , )t x∗u  является оптимальной синтезирующей функцией на мно-
жестве Ω .
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Функцию ( )r t  и величину g  можно без ограничения общности положить равны-
ми нулю. Тогда минимальное значение функционала определяется формулой

		              
0 0

0 0( , )
min ( ) ( , )

d t x
I d t xϕ

∈
= −

D
 0x∀ ∈Ω .	 (11)

Пусть имеются управление 1( , ) mt xε ∈u U  и соответствующее решение 1( , )y t xε  
системы (6), (7).

Теорема 2 (достаточные условия ε -оптимальности в задаче (5)). Если существу-
ет такая функция ( , )t xϕ ∈Φ , малое положительное число 2ε  и функция 1 ( )tε , при-
нимающая для всех t T∈  малые положительные значения, что:
1)	 1 1 1

1( ) ( , , ( , ), ( , )) ( )r t R t x y t x t x tε ε ε− ≤u  1
1( , ) ;t x T B∀ ∈ ×

2)	 1 1
2( , , ( , ))f fG t x y t x gε ε− ≤  1

1 ,x B∀ ∈

то  управление 1( , )t xεu  является ε -оптимальной синтезирующей функцией 

на множестве Ω  при 
0

1 2( )
ft

t

t dtε ε ε= +∫ .

Если 1 2( ) 0, 0tε ε≡ = , управление 1( , )t xεu  является оптимальной синтезирую‑
щей функцией на множестве Ω .

Доказательство. Применим принцип расширения с заданием множества V  и по‑
иском удачного доопределения функционала I  на этом множестве [9–11].

Определим множество V  пар ( ( ), ( ))d x t u t= , где элементы пар по  сравнению 
с входящими в  0 0( , )t xD  необязательно связаны дифференциальным уравнением (1); 
( )0 0 ;x t x= ∈Ω  допускаются разрывы первого рода функций ( )x t  на множестве T ′ . 

Таким образом, множество 0 0( , )t x V⊂D  – расширение построено.
Доопределение функционала I  на множестве V  производится с помощью зада‑

ния функции ( , )t xϕ .
На множестве V  определим функционал

0

0 0( ) ( , ( )) ( , ( ), ( )) ( , )
ft

f f
t

L d G t x t R t x t u t dt t xϕ= − −∫ .

На множестве 0 0( , )t x V⊂D , где между функциями ( )x t  и  ( )u t  существует диф‑
ференциальная связь (1), с учетом (8) и равенства 0 0( )x t x=  справедливо

0

1

( , ( )) ( , ( ))
( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))

n

i
i i

t x t t x t
R t x t u t f t x t u t f t x t u t

t x
∂ ϕ ∂ ϕ

∂ ∂=

= + − =∑

0 0

1

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))
( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))

n

i
i i

t x t t x t d t x t
x t f t x t u t f t x t u t

t x d t
∂ ϕ ∂ ϕ ϕ

∂ ∂=

= + − = −∑ 

и поэтому
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0

0

0
0 0

0
0 0 0 0

( , ( ))
( ) ( , ( )) ( ( )) ( , ( ), ( )) ( , )

( , ( )) ( ( )) ( , ( )) ( , ) ( , ( ), ( )) ( , ) ( ) .

f

f

t

f f f
t

t

f f f f f
t

d t x t
L d t x t F x t f t x t u t dt t x

d t

t x t F x t t x t t x f t x t u t dt t x I d

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 
= + − − − = 

 

 = + − − + − = 

∫

∫

Таким образом, на множестве V  функционалы ( )I d  и  ( )L d  совпадают. Поведе‑
ние функционала ( )L d  на множестве \V D  полностью определяется выбором функ‑
ции ( , )t xϕ .

Пусть имеется функция ( , )t xϕ ∈Φ . Найдем минимум функционала ( )L d  на мно‑
жестве V . Его третий член при заданной функции ( , )t xϕ  и известном начальном со‑
стоянии 0x  вычисляется и в плане минимизации не рассматривается. Операции нахож‑
дения экстремума в  первых двух слагаемых могут быть выполнены по  отдельности 
благодаря свойствам функций ( ), ( ),x t u t  образующих пары d V∈ . Так как для функ‑
ции ( , )t xϕ ∈Φ  выполняются равенства (9),(10), они могут быть переписаны в виде

( ) max max ( , , ), min ( , ),fx Bx B u U
r t R t x u g G t x

∈∈ ∈
= =

поскольку их правые части не зависят от  1x . Тогда

0

0 0min ( ) ( ) ( , )
ft

d V
t

L d g r t dt t xϕ
∈

= − −∫ .

Так как условия 1,2 теоремы 1 выполняются 1
1 ,x B∀ ∈  то они справедливы и для 

1 ( )x t∗ , т.е.

( , ( ), ( )) ( ), ; ( , ( )) .f fR t x t u t r t t T G t x t g∗ ∗ ∗= ∈ =

Из условий теоремы 1 следует, что на  паре d ∗  выполняется равенство 
( ) min ( )

d V
L d L d∗

∈
= , т.е. ( ) ( )L d L d d V∗ ≤ ∀ ∈ . Так как 0 0( , )d t x V∗ ∈ ⊂D , то 

0 0( ) ( ) ( , )L d L d d t x∗ ≤ ∀ ∈D . Но  на  множестве 0 0( , )t xD  справедливо равенство 
( ) ( )L d I d= . Поэтому 0 0( ) ( ) ( , )I d I d d t x∗ ≤ ∀ ∈D , что соответствует определению 

минимума функционала (3). Следовательно, 
0 0

*

( , )
( ) min ( ) ( ) min ( )

d V d t x
L d L d I d I d∗

∈ ∈
= = =

D
. 

Учитывая, что на множестве 0 0( , )t xD  справедливо равенство ( ) ( )L d I d= , получаем

0

* * 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ), ( , ( )))

[ ( ) ( , ( ), ( , ( )), ( , ( )))] .
f

f f f f

t

t

I d I d L d L d G t x t y t x t g

r t R t x t y t x t t x t dt

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

− = − = − +

+ −∫ u
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Тогда

0

* 1 1 1 1 1( ) ( ) ( , ( ), ( , ( ))) [ ( ) ( , ( ), ( , ( )), ( , ( )))]
ft

f f f f
t

I d I d G t x t y t x t g r t R t x t y t x t t x t dtε ε ε ε ε ε ε ε ε− = − + − ≤∫ u

0

1 1 1 1 1
1( , ( ), ( , ( ))) [ ( ) ( , ( ), ( , ( )), ( , ( )))]

ft

f f f
t

G t x t y t x t g r t R t x t y t x t t x t dtε ε ε ε ε ε ε ε≤ − + − ≤∫ u

0

1 1 1 1 1( , ( ), ( , ( ))) ( ) ( , ( ), ( , ( )), ( , ( )))
ft

f f f f
t

G t x t y t x t g r t R t x t y t x t t x t dtε ε ε ε ε ε ε ε≤ − + −∫ u .

Если условие 1 теоремы 2 выполнено для любых 1
1( , )t x T B∈ × , то оно выполня‑

ется и для 1 ( )x tε  при всех t T∈ . Если условие 2 теоремы 2 выполнено для любых 
1

1 ,x B∈  то оно выполняется и для 1
1( )x tε . Поэтому

0

*
2 1( ) ( ) ( )

ft

t

I d I d t dtε ε ε ε− ≤ + =∫ .

Доказательство теоремы 2 следует из  произвольности начального состояния 
0 .x ∈Ω

Если существует функция ( , )t xϕ ∈Φ , удовлетворяющая условиям 1,2  теоремы  
1 с  ( ) 0, 0,r t g≠ ≠ можно показать, что функция

( , ) ( , ) ( )
ft

t

t x t x r d gϕ ϕ τ τ= + −∫

также удовлетворяет этим условиям при ( ) 0, 0.r t g≡ =   Действительно,

2
2

0 1
1

1

( , ) ( , )
( ) max max ( ) ( , , ) ( , , ) 0 ( , ) ,

n

iu Ux B i i

t x t x
r t r t f t x u f t x u t x T B

t x
∂ ϕ ∂ ϕ

∂ ∂∈∈ =

 
= − + − = ∀ ∈ × 

 
∑

{ }2
2

1
1min ( , ) ( ) 0f

x B
g t x g F x x Bϕ

∈
= − + = ∀ ∈ .

При этом 
0 0

0 0( , )
min ( ) min ( ) min ( ) ( , )
d V d V d t x

L d I d I d t xϕ
∈ ∈ ∈

= = = − 
D

 0x∀ ∈Ω . Поэтому функ-
цию ( )r t  и  величину g  в  теореме 1 можно без ограничения общности положить 
равными нулю.
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4. СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ  
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим решение задачи (4). Будем искать функцию ( , )t xϕ  в виде

		               1 1

1
( , ) ( , ) ( , ) ,

n

j j
j m

t x W t x t x xϕ ψ
= +

= + ⋅∑ 	 (12)

где 1 1( , ) , ( , ) , 1, ..., ,jW t x t x j m nψ = +  – неизвестные функции, подлежащие определе‑
нию.

Подставляя (11) в (8), получаем

    

( )
11 1

1 1

1
1 0

1 1 1

11

1

( , )

( , )( , ) ( , ), , ( , , )

( , )
( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

( , )( , )

n m
j

j i
j m i i

n m n
j

j i j j
j m i j mi

n
j

j
j m

t x
t

t xW t x W t xR t x u x f t x u
t t x

t x
x f t x u t x f t x u f t x u

x

t xW t x x
t t

ϕ

∂ ψ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ψ
ψ

∂

∂ ψ∂
∂ ∂

= + =

= + = = +

= +

∂
∂

= + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ − =

= + ⋅ +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑


( , , ) ,H t x u

    (13)

1 1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

n

f f j f j
j m

G t x W t x t x x F xψ
= +

= + ⋅ +∑ .

Здесь функция

( )
11

1 1 1

1 0

1

( , )( , )
, , ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , ) ( , , ) .

m n m
j

i j i
i j m ii i

n

j j
j m

t xW t x
H t x u f t x u x f t x u

x x

t x f t x u f t x u

∂ ψ∂
∂ ∂

ψ

= = + =

= +

= + ⋅ +

+ ⋅ −

∑ ∑ ∑

∑

Определяя максимум в (9) с учетом условия 1 теоремы 1 и (13), находим

		        1 1 1 1( , , ( , )) max ( , , ( , ), ) .
u U

H t x y t x H t x y t x u∗ ∗

∈
′ = 	 (14)

Предположим, что функции в (13) непрерывно дифференцируемы относительно 
2 .x  Поэтому можно применить необходимые условия безусловного экстремума в (9), 

(10) по  2x  с учетом условий 1,2 теоремы 1:
1 1 1( , , ( , ), ( , ))

0 , 1, ...,
j

R t x y t x t x
j m n

x
∂

∂

∗ ∗

= = +
u

,
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1 1( , , ( , ))
0 , 1, ...,f f

j

G t x y t x
j m n

x
∂

∂

∗

= = + .

Отсюда с учетом (13) имеем

1 1 1
1

1

1 1
1 1

1

( , ) ( , , ( , ))
, 1, ..., , ( , ) ,

( , ( , ))
( , ) , 1, ..., , .

j

j

f
j f

j

t x H t x y t x
j m n t x T B

t x

F x y t x
t x j m n x B

x

∂ ψ ∂
∂ ∂

∂
ψ

∂

∗

∗

′
= − = + ∀ ∈ ×

= − = + ∀ ∈

Положив в (9), (10) ( ) 0, 0,r t g≡ =  с учетом (14) и последних соотношений получим

1 11
1 1 1 1

1
1

1 1
1 1 1 1 1

1
1

( , , ( , ))( , )max ( , ) ( , , ( , ), ) 0 ( , ) ,

( , ( , ))
( , ) ( , ) ( , ( , )) ,

n

ju U j m j

n
f

f j f f
j m j

H t x y t xW t x y t x H t x y t x u t x T B
t x

F x y t x
W t x y t x F x y t x x B

x

∂∂
∂ ∂

∂

∂

∗
∗ ∗

∈ = +

∗
∗ ∗

= +

 ′ − + = ∀ ∈ × 
  

= − ∀ ∈

∑

∑

где 1 1( , , ( , ))H t x y t x∗′  определяется выражением (14), а  функция 1( , )y t x∗  является 
решением системы (6),(7) с  управлением 1( , )t x∗u , структура которого находится 
из условия

1 1 1 1 1( , ) ( , , ( , )) arg max ( , , ( , ), ) .
u U

t x t x y t x H t x y t x u∗ ∗ ∗ ∗

∈
= =u u

Таким образом, для определения оптимальной синтезирующей функции на мно‑
жестве Ω  в задаче (4) требуется решить систему из  2( ) 1n m− +  уравнений в частных 
производных первого порядка с  2( ) 1n m− +  краевыми условиями на концах проме‑
жутка :T ′

1 1
1 * 1 1 1 * 1 1

1

( , ) ( , )
( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , )) ,

m
j j

i j
i i

y t x y t x
f t x y t x t x f t x y t x t x

t x
∂ ∂

∂ ∂

∗ ∗
∗ ∗

=

= − +∑ u u

* 1 1
0 0( , ) ( ),j jy t x y x=

1 11
1 1 1

1

( , , ( , ))( , )max ( , ) ( , , ( , ), ) 0 ,
n

ju U j m j

H t x y t xW t x y t x H t x y t x u
t x

∂∂
∂ ∂

∗
∗ ∗

∈ = +

 ′ − + = 
  

∑

	  	               
1 1 * 1( , ) ( , , ( , ))

,j

j

t x H t x y t x
t x

∂ ψ ∂
∂ ∂

′
= − 	 (15)
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1 * 1
1 ( , ( , ))

( , ) ,f
j f

j

F x y t x
t x

x
∂

ψ
∂

= −

1 * 1
1 * 1 1 * 1

1

( , ( , ))
( , ) ( , ) ( , ( , )) ,

n
f

f j f f
j m j

F x y t x
W t x y t x F x y t x

x
∂

∂= +

= −∑

где 1, ..., ,j m n= +  1 1 1 1( , , ( , )) max ( , , ( , ), )
u U

H t x y t x H t x y t x u∗ ∗

∈
′ = .

Минимальное значение функционала (3) можно вычислить по формуле (11) с уче‑
том (12):

	         
0 0

1 1
0 0 0 0 0 0( , ) 1

min ( ) ( , ) ( , ) , .
n

j jd t x j m
I d W t x t x x xψ

∈
= +

= − − ⋅ ∀ ∈Ω∑D
	 (16)

Замечание. Соотношения (15) не  эквивалентны достаточным условиям опти‑
мальности (теорема 1). Но структура (12) не задает до конца функцию ( , )t xϕ ∈Φ , 
определяя только частные производные первого порядка по  , 1, ...,jx j m n= + . Поэ‑
тому, если найдено решение системы (15), то оно в общем случае является подозри‑
тельным на оптимальность.

В предельных случаях информированности о векторе состояния (им соответству‑
ют различные способы задания множества начальных состояний Ω ) система (15) 
преобразуется к соотношениям принципа максимума и уравнению Беллмана.

5. СТРАТЕГИЯ ПОИСКА ОПТИМАЛЬНОГО  
УПРАВЛЕНИЯ С НЕПОЛНОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ  

НА ОСНОВЕ ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ  
ε-ОПТИМАЛЬНОСТИ

На основе описанных достаточных условий оптимальности и соотношений сфор‑
мирована стратегия поиска оптимального управления с неполной обратной связью. 
Предполагается, что:
–	 известна оценка множества возможных состояний, которая представляется пря‑

мым произведением 1 1 1 2[ , ] [ , ]n nB x x x x B B= × × = ×  

 , где ,i ix x – нижняя и верхняя 
границы по каждой координате соответственно, определяемые физическим смыс‑
лом решаемой задачи; 1 1 1[ , ] [ , ]m mB x x x x= × ×

 , 2 1 1[ , ] [ , ]m m n nB x x x x+ += × ×

 ;
–	 известна оценка множества допустимых значений управления U , представляе‑

мая параллелепипедом 1 1[ , ] ... [ , ]q qU a b a b= × × , так что U U⊆   (если множество 
U  задано параллелепипедом, то U U= ).

–	 условие 1 1 1 1( , , ( , )) max ( , , ( , ), )
u U

H t x y t x H t x y t x u∗ ∗

∈
′ =  разрешимо и  однозначно 

определяет структуру управления * 1( , )t xu  с неполной обратной связью.
Стратегия поиска приближенного решения содержит два этапа:
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а)	 нахождение нулевого приближения управления * 1( , )t xu ;
б)	 последовательное улучшение нулевого приближения путем минимизации вели‑

чины верхней оценки близости текущего управления к оптимальному.
Первый этап. Нахождение нулевого приближения искомого закона управления.

1. 	 Задать структуру управления 1( , )t xu  в виде разложений по системе ортонорми‑
рованных базисных функций:

    
( )

0 1

0 1
0 1

1 11
1 ,0 ,1 ,

1 0 1 1
0 0 0

( , ) , , ..., ( , ) ( , ) ( , )
m

m
m

L LL
j j j m

j j m m mi i i
i i i

t x t x x u q i t u p i x u p i x
− −−

= = =

= = ∑ ∑ ∑u u , 1, ...,j q= ,   (17)

где 
0

,0j
iu , 

1

,1j
iu , ,

m

j m
iu  – неизвестные коэффициенты; 0 0{ ( , )}, 0,1, ...q i t i = . 

1 1 1{ ( , )}, 0,1, ...p i x i = ; { ( , )},}, 0,1, ...m m mp i x i = − ортонормированные базисные систе‑
мы функций.
2. 	 Задать множество 1 1 1[ , ] ... [ , ]m mx x x x BΩ = × × ⊆ 

 

 

 возможных начальных значений 
координат вектора состояния, используемых в управлении.

3. 	 Минимизировать величину функционала

		                    1 1 1
0 0 0 0

1 ( , ( ), )
mes

J I x y x d dx
Ω

=
Ω ∫





,	 (18)

характеризующую среднее значение функционала (3) на  множестве начальных усло‑
вий 1 1 1

0 0 0 0 0{ ( , ( )) , }Tx x y x x= ∈Ω . Определить значения коэффициентов разложения (17) 
по выбранным базисным системам одним из мультиагентных методов оптимизации [8].

Для нахождения решения системы уравнений

1 1
1 1 1 1 1 1

1

( , ) ( , )
( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , )),

m
j j

i j
i i

y t x y t x
f t x y t x t x f t x y t x t x

t x
∂ ∂

∂ ∂=

= − +∑ u u   (19)

			                1 1
0 0( , ) ( ),j jy t x y x= 	 (20)

где 1, ..., ,j m n= +  применить метод характеристик. Уравнениями характеристик этой 
системы являются уравнения для координат вектора состояния, образующие (1):

	        1 1 1 1
0 0( ) ( , ( ), ( ), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ,i ix t f t x t y t t x t i m x t x= = = ∈Ω u 	

(21)
1 1 1

0 0 0( ) ( , ( ), ( ), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ( ).j jy t f t x t y t t x t j m n y t y x= = + = u

Решение системы устанавливает связь: 2 1 1
1( , ) ( , )x y t x t x T B′= ∀ ∈ × .

Для приближенного подсчета величины функционала (18) генерировать 
по  M  точек на  каждом из  отрезков 1 1[ , ], ...,[ , ]m mx x x x 

 

 при помощи разбие‑
ния с  шагом , 1, ...,j j m∆ = , т.е. разбить множество Ω  на  Mm  элементарных  
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подмножеств kω , 
1

Mm

k
k

ω
=

Ω =


. В  каждом элементарном множестве выбрать сред-

нюю точку: 1,
0 , 1, ...,kx k Mm= , а  в  ней определить соответствующие векторы 

2, 1,
0 0 0( ), 1, ...,k kx y x k Mm= = . В  результате получить векторы начальных состояний 

1, 2,
0 0 0( , ) , 1, ...,k k k Tx x x k Mm= =  из  множества Ω . При этом справедливо равенство 

mes mes kMm ωΩ = , так как меры mes kω  всех элементарных подмножеств равны.
Тогда значение функционала (18) можно приближенно вычислить по формуле

			               0
1

( , ) /
Mm

k

k
J I x d Mm

=

= ∑ .	 (22)

Результатом первого этапа является нулевое приближение 1( , )t xu .
Второй этап. Последовательное улучшение нулевого приближения.
Согласно теореме 2 требуется найти функцию ( , )t xϕ ∈Φ , удовлетворяющую усло‑

виям 1 и 2. Она представляется в параметрической форме с использованием разложе‑
ний по базисным системам функций. Далее реализуется итерационная процедура по‑
шагового улучшения значений параметров с целью минимизации значения оценки ε .
1. 	 Задать представление вспомогательных функций 1( , )W t x , 1( , ),j t xψ  1, ...,j m n= + ,

	 образующих функцию 1 1

1
( , ) ( , ) ( , ) :

n

j j
j m

t x W t x t x xϕ ψ
= +

= + ⋅∑

( )
0 1

0 1
0 1

1 11
1 0 1

1 0 1 1
0 0 0

( , ) , , ..., ( , ) ( , ) ( , )
m

m
m

L LL
m

m i i i m m
i i i

W t x t x x w q i t w p i x w p i xW
− −−

= = =

= = ∑ ∑ ∑ ,      (23)

( )
0 1

0 1
0 1

1 11
1 ,0 ,1 ,

1 0 1 1
0 0 0

( , ) , , ..., ( , ) ( , ) ( , )
m

m
m

L LL
j j j m

j m m mi i i
i i i

jt x t x x q i t p i x p i xψψ ψ ψ ψ
− −−

= = =

= = ∑ ∑ ∑ , 1, ...,j m n= + ,

где 
0

0
iw ,

1

1
iw , 

m

m
iw ; 

0

0
iψ , 

1

1
iψ , ,

m

j m
iψ  – неизвестные коэффициенты; 0 1, , ..., mL L L  – масшта‑

бы усечения по времени и координатам вектора состояния, используемым в управле‑
нии. В качестве базисных функций ( )0 ,q i t , ( ), , 1, ...,k k kp i x k m= , можно, например, 
взять ортонормированную на отрезке 0; ft    систему косинусоид или системы мно‑
гочленов Лежандра, определенные на отрезках 1 1[ , ], ...,[ , ]m mx x x x 

 

.

2.	 Найти частные производные 
1( , )W t x

t
∂

∂
, 

1( , )

i

W t x
x

∂
∂

, 
1( , )

,j t x
t

∂ ψ
∂

 
1( , )

,j

i

t x
x

∂ ψ
∂

 
1, ..., ; 1, ...,i m j m n= = + .

3. Решить задачу минимизации оценки близости к оптимальному решению:

... 0 10 1
;

min
j

i i ii i i mm
wψ

ε


с помощью выбранного мультиагентного алгоритма. При этом использовать нулевое 
приближение закона управления 1( , )t xu  и соответствующее ему решение системы 
(19), (20).
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Для вычисления оценки выполнить следующие операции.
3.1. Проинтегрировать систему уравнений

	 1 1
1 * 1 1 1 * 1 1

1

( , ) ( , )
( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , )) ,

m
j j

i j
i i

y t x y t x
f t x y t x t x f t x y t x t x

t x
∂ ∂

∂ ∂

∗ ∗

=

= − +∑ u u

* 1 1
0 0( , ) ( ), 1, ..., ,j jy t x y x j m n= = +

методом характеристик

1 1 1 1
0 0( ) ( , ( ), ( ), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ,i ix t f t x t y t t x t i m x t x= = = ∈Ω u

1 1 1
0 0 0( ) ( , ( ), ( ), ( , ( ))), 1, ..., , ( ) ( ).j jy t f t x t y t t x t j m n y t y x= = + = u

Решение системы устанавливает связь: 2 1 1
1( , ) ( , )x y t x t x T B′= ∀ ∈ × .

Для этого задать на отрезке 0[ , ]ft t  равномерное разбиение 0 1, , ..., N ft t t t=  из  N  
точек с шагом h .

При 0t t=  генерировать по  M  точек на  каждом из  отрезков 1 1[ , ], ...,[ , ]m mx x x x 

 

 
при помощи разбиения с шагом , 1, ...,j j m∆ = . В результате получить Mm  векторов 

1,
0 , 1, ...,kx k Mm= , и  2, 1,

0 0 0( ), 1, ...,k kx y x k Mm= = , образующих векторы начальных со‑
стояний 1, 2,

0 0 0( , ) , 1, ...,k k k Tx x x k Mm= =  из множества Ω .
В процессе численного интегрирования получить значения координат векторов

1, ( ), 1, ...,k
ix t k Mm= ; 2, 1,( ) ( ) ( , ( )), 1, ...,k k k

i i i ix t y t y t x t k Mm= = = ;
1,( ) ( ( )), 1, ..., ; 0,1, ...,k k

i i iu t t x t k Mm i N= = =u .

3.2. Вычислить

2
2

1, 2( ) max max ( , ( ), , )k k
i i iu Ux B

r t R t x t x u
∈∈

=




, 1, ...,k Mm= ; 0,1, ...,i N= ;

2
2

1, 2min ( , ( ), ), 1, ..., ;k k
N N

x B
g G t x t x k Mm

∈
= =



где

( )
11 1

1 1

( , )( , ) ( , ), , ( , , )
n m

j
j i

j m i i

t xW t x W t xR t x u x f t x u
t t x

∂ ψ∂ ∂
∂ ∂ ∂= + =

= + ⋅ + ⋅ +∑ ∑
1

1 0

1 1 1

( , )
( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

n m n
j

j i j j
j m i j mi

t x
x f t x u t x f t x u f t x u

x
∂ ψ

ψ
∂= + = = +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ −∑ ∑ ∑ .

1 1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

n

N N j N j
j m

G t x W t x t x x F xψ
= +

= + ⋅ +∑ .
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3.3. Вычислить

1, 2, 1,( , ( ), ( ) ( ), ( , ( )))k k k k
i i i i i iR t x t y t x t t x t= u , 1, ...,k Mm= ; 0,1, ...,i N= ;

1, 1,( , ( ), ( , ( )))k k k
N N N NG t x t y t x t , 1, ...,k Mm= .

3.4. Вычислить

1, 2, 1,
1 1,...,
( ) max ( ) ( , ( ), ( ) ( ), ( , ( ))) , 0,1, ..., ,k k k k k

i i i i i i i ik Mm
t r t R t x t y t x t t x t i Nε

=
= − = =u

1, 1,
2 1,...,

max ( , ( ), ( , ( )))k k k k
N N N Nk Mm

G t x t y t x t gε
=

= − .

3.5. Вычислить

	          
0

1
0

1 2 1 0 1 1 2
1

( ) ( ) 2 ( ) ( ) .
2

ft N
N

i N
it

t t
t dt t t t

N
ε ε ε ε ε ε ε

−

=

−  = + ≅ + + + 
 

∑∫ 	 (24)

В  результате решения задачи минимизации оценки близости к  оптимальному 
решению находятся значения коэффициентов 

0 1... m

j
i i iψ , 

0 1 mi i iw


, величина оценки ε  
и значения коэффициентов 

0

,0j
iu , 

1

,1j
iu , ,

m

j m
iu .

6. МОДЕЛЬНЫЙ ПРИМЕР

Постановка задачи приведена в табл. 1 ( 1m = ).
Таблица 1

Постановка задачи

Система  
дифференциальных уравнений

1

2 1

( )
( )

x u t
x x t
=

 =





Временной интервал [0; 2]t∈

Множество  
начальных условий 0 2 1 1

4( ) | ,
3

x t x x x x R ∈Ω = = − ∈ 
 

Ограничения на управление u R∈

Функционал (3)
2

2 2 2
0 1 2

0

1 1( , ) ( ) (2) (2)
2 2

I x d u t dt x x = + + ∫

Требуется найти −ε оптимальную синтезирующую функцию 1( , )t xu  на множе‑
стве Ω .
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В качестве базисных функций использовалась система нестационарных косину‑
соид и полиномы Лежандра. Наложены ограничения на  значения коэффициентов 
в  (17), (23): 

0 1

0 1, [ 1;1]i iw w ∈ − , 
0 1

0 1, [ 0, 5; 0, 5]i iψ ψ ∈ − ,
0

,0 [ 1; 0, 5]j
iu ∈ − , 

1

,1 [1;3]j
iu ∈ . Задано 

множество 1 1[ , ] [0, 5; 2, 5]x xΩ = =





 возможных начальных значений координаты 1x  
вектора состояния, используемой в  управлении, и  1 1 1[ , ] [0;3]B x x= =  – нижняя 
и верхняя границы по координате 1x .

Выбраны следующие параметры гибридного мультиагентного алгоритма интер‑
поляционного поиска [8]: 20NP = , max 100I = , 1 1M = , 2 7M = , 0, 9PRTVector = , 

5nstep = , 2 8b = .
Решена задача минимизации оценки близости к оптимальному решению. Найде‑

но ε-оптимальное управление с неполной обратной связью 1( , )t xu  и вспомогатель‑
ные функции 1( , )W t x , 2 1( , )t xψ . Для каждой функции определялось рациональное 
количество коэффициентов в  разложении 0 1 0 1 0 1, , , , ,u u W WL L L L L Lψ ψ  и  значения коэффи‑
циентов. Результаты численного решения задачи приведены в  табл.  2. На  рис.  2–4 
приведены графики порождаемых законов управления и  траекторий системы (1). 
На рис. 5 изображен график изменения оценки å  с ростом числа итераций. Сравне‑
ние точного решения 1 1( , ) / ( 3)t x x t= −u  [15] с полученным приближенным решени‑
ем свидетельствует о приемлемой точности достигнутого результата.

Таблица 2
Результаты решения гибридным мультиагентным  

методом интерполяционного поиска

Искомые функции 1( , )t xu 1( , )W t x 2 1( , )t xψ

Масштабы усечения 0 18, 2u uL L= = 0 14, 4W WL L= = 0 11, 1L Lψ ψ= =

Значения коэффициентов 
в разложениях

–0,79; 0,23; 0,01; 0,14; 0,24; 
–0,36; 0,23; –0,13;

2,6; 1,51

0,92; 0,38; 0,99; 0,91;
0,05; –0,02; 0,17; –0,37 0,04; 0

Отрезки значений
координат при 2ft =  [ ] [ ]1 20,1062; 0,8831 ,  0, 0(2 14) ( 8; 0, 0062) 4x x −∈ ∈  

Значение оценки ε  (24) 0,874092

Рис. 2. Графики изменения координаты 1 ( )x t
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Рис. 3. Графики изменения координаты 2 ( )x t

Рис. 4. Графики порождаемого управления 1( ) ( , ( ))u t t x t= u

Рис. 5. Изменение величины оценки ε  с ростом числа итераций
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В  статье предложен и  обоснован алгоритм синтеза оптимального управления 
с неполной обратной связью на заданном многообразии начальных состояний. При‑
веден пример, иллюстрирующий эффективность предложенного алгоритма, и найде‑
на априорная оценка близости к оптимальному решению.
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