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На основе спектральной формы математического описания получены 
представления повторных стохастических интегралов Стратоновича и 
Ито, имеющие как теоретическое, так и практическое значение. Последнее 
обусловлено возможностью построения достаточно простых алгоритмов 
приближенного моделирования повторных стохастических интегралов, 
необходимых для реализации численных методов решения стохастических 
дифференциальных уравнений. Применение спектральных представлений 
повторных стохастических интегралов в численных методах формирует 
численно-спектральные методы. Их алгоритмическое обеспечение представлено 
в виде программ для системы компьютерной математики Mathcad.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе описаны численно-спектральные методы моделирования стохастиче-
ских динамических систем, математические модели которых задаются стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями (СДУ). Основное внимание уделено опи-
санию алгоритмического обеспечения этих методов в виде комплекса программ для 
системы компьютерной математики Mathcad. Ее выбор обусловлен большей нагляд-
ностью по сравнению с другими программными средствами автоматизации вычис-
лений. Кроме того, Mathcad обеспечивает довольно компактное представление про-
грамм, что является несомненным плюсом, так как одна из целей работы – показать, 
что практическая реализация подобных методов моделирования стохастических си-
стем не содержит сложностей.

Существует достаточно много численных методов решения СДУ (методов моде-
лирования траекторий стохастических динамических систем), однако значительная 
их часть имеет довольно заметный недостаток для СДУ общего вида – низкий поря-
док сильной (потраекторной) сходимости. Конечно, есть численные методы реше-
ния СДУ с высокими порядками сильной сходимости, но они предполагают модели-
рование специальных случайных величин – повторных стохастических интегралов 
(ПСИ) [1, 3, 12–15]. Простые моделирующие формулы есть только для некоторых из 
них, а для остальных предлагается применять приближенные методы моделирова-
ния и один из них основан на спектральной форме математического описания систем 
управления. Изначально она была предложена как одна из форм математического 
описания линейных детерминированных систем [10], а затем стала применяться для 
линейных стохастических систем [5].

Спектральная форма математического описания предполагает, что входные, вы-
ходные и промежуточные сигналы в системе управления представляются коэффи-
циентами разложения этих сигналов в ряды по ортонормированным и биортонор-
мированным базисным системам, которые образуют спектральные характеристики 
сигналов, и все действия с сигналами переносятся на действия с их спектральными 
характеристиками. Так как спектральные характеристики – это бесконечные матри-
цы-столбцы, линейные операторы на множестве спектральных характеристик пред-
ставляются бесконечными плоскими матрицами, билинейные операторы – бесконеч-
ными пространственными матрицами и т.п.

Для моделирования простейших ПСИ в работах [16, 17] предложено задейство-
вать спектральную форму математического описания, далее в работе [6] класс ПСИ 
был расширен. В представленной работе показана одна из возможных реализаций ал-
горитмов моделирования ПСИ с применением спектральной формы математическо-
го описания для конкретного базиса в системе компьютерной математики Mathcad. 
Методы моделирования ПСИ ранее были реализованы в системе компьютерной ма-
тематики Matlab [3] и в виде комплекса программ на языке Python [14], но без приме-
нения спектральной формы математического описания.
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2. ОПИСАНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ИХ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрим стохастическую динамическую систему, описываемую СДУ Страто-
новича:

0 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ), ( ) ,dX t a t X t dt t X t dW t X t Xσ= + =

в котором ( )X ⋅  – n -мерный векторный случайный процесс, 0[ , ]t t T∈ =  – вре-
мя; ( )W ⋅  – s -мерный стандартный винеровский процесс; 0X  – n -мерный слу-
чайный вектор ( 0X  и ( )W ⋅  независимы), ( ) : n na ⋅ × →    – вектор-функция, 

( ) : n n sσ ×⋅ × →    – матричная функция.
Наряду с уравнением (1) будем использовать СДУ Ито:

0 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ), ( ) ,dX t b t X t dt t X t dW t X t Xσ= + =

для которого добавляется обозначение вектор-функции ( ) : n nb ⋅ × →   .
Здесь подробно не обсуждается, как определить решение СДУ (1) и (2), так как 

это хорошо известно [2, 4]. Однако для придания строгого смысла дальнейшим соот-
ношениям будем полагать, что функции ( )a ⋅ , ( )b ⋅  и ( )σ ⋅  имеют достаточную глад-
кость. Это означает, что все их производные, которые далее появляются в формулах, 
существуют. Например, в соотношении
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где * ( )lσ ⋅  – столбец матричной функции ( )σ ⋅  с номером l , при выполнении которого 
СДУ (1) и (2) эквивалентны, т.е. задают один и тот же случайный процесс ( )X ⋅ . Если 
функция ( )σ ⋅  зависит только от времени t , то функции ( )a ⋅  и ( )b ⋅  совпадают.

Перейдем к численным методам моделирования динамических систем, описывае-
мых СДУ (1) или (2), однако прежде определим функцию 
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где k  – некоторое натуральное число (число аргументов функции), а 1 , , kn n  – це-
лые неотрицательные числа. В частном случае 1 0knn = = =  функцию 
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а при 1k =  будем использовать обозначение ( )nf ⋅  и ( )f ⋅  вместо 
1
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0 в остальных случаях,

0 в остальных случаях,
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Для реализации численных методов решения СДУ с высокими порядками силь-
ной сходимости требуется моделирование ПСИ Стратоновича (обозначение S) или 
Ито (обозначение I) вида
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или в частном случае
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где 1 , , kj j…  – целые числа из множества {0,1, , }s , 0[ , ]t T=  – заданный отрезок 
(необязательно тот, на котором рассматривается решение СДУ (1) и (2)), 0 ( )W t t=  и, 
следовательно, 0 ( )dW t dt= , а 1 ( ), , ( )sW W⋅ ⋅  – независимые винеровские процессы –  
компоненты векторного винеровского процесса ( )W ⋅ , с которыми ассоциированы 
независимые гауссовские белые шумы 1 ( ), , ( )sV V⋅ ⋅ . Если хотя бы одна из величин 

1 , , kj j…  равна нулю, то соответствующий интеграл будем называть ПСИ смешан-
ного типа. Отметим, что значение 0t  в формулах (3), (5) и (6) – это левая граница 
отрезка   (далее используются ПСИ для разных отрезков).

Запишем сначала разложение решения ( )X ⋅  СДУ Стратоновича (1):
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в котором 0tϑ  и 0h > , ( )⋅  – функция с числом аргументов, совпадающим с крат-
ностью ПСИ, задается формулой (4):

(5)

(6)

(7)
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1 2 2 1 1 2 3 2 1 3 2

1 2 3 4 2 1 3 2 4 3

2 : ( , ) 1( ), 3 : ( , , ) 1( )1( ),
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где 1( )⋅  – единичная ступенчатая функция.
Формула (7) определяет разложение Тейлора–Стратоновича [12]. В нем
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а все ПСИ понимаются в смысле Стратоновича, причем для ПСИ смешанного типа 
справедливы соотношения
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где в правых частях равенств
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При их подстановке в выражение (7) с точностью до знаков получается уни-
фицированное разложение Тейлора–Стратоновича [3, 13]. Отличие состоит в том, 
что в разложении (7) используются ПСИ только от функций вида (4), но часть этих  
ПСИ смешанного типа. В унифицированном разложении ПСИ смешанного типа от-
сутствуют за счет перехода к функциям вида (3). Эти разложения эквивалентны, но 
последнее содержит меньше типов ПСИ.

Для СДУ Ито (2) имеет место аналогичное разложение:
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Формула (9) описывает разложение Тейлора–Ито [12]. Здесь используется обрат-
ный производящий оператор *  случайного процесса ( )X ⋅ , заданный формулой

2
*

1 , 1 1

( , ) ( , )1( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , ),
2

n n s

i ij ij il jl
i i j li i j

t x t xt x t x g t x g t x t x tb x
x x x

ψ ψ
ψ σ σ

= = =

∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑

а все ПСИ следует понимать в смысле Ито, что отражено в обозначениях. Для них 
справедливы соотношения вида (8), но с заменой обозначения S на I.

Результат их подстановки в формулу (9) с точностью до знаков дает унифициро-
ванное разложение Тейлора–Ито [3, 13]. Как и в случае унифицированного разложе-
ния Тейлора–Стратоновича, унифицированное разложение Тейлора–Ито не содер-
жит ПСИ смешанного типа и общее количество типов ПСИ меньше.

Отличие между дифференциальными операторами 0  и *  отражает правила 
дифференцирования при нелинейном преобразовании решений СДУ Стратоновича и 
Ито: обычное правило дифференцирования сложной функции и формулу Ито соот-
ветственно [1, 3, 12].

На основе разложений Тейлора–Стратоновича и Тейлора–Ито построено семей-
ство численных методов решения СДУ [1, 3, 12–15]. Для их описания введем равно-
мерную сетку { }iϑ  с заданным постоянным шагом h  – шагом численного интегри-
рования, определяющую разбиение отрезка 0[ , ]t T :

0
1 0 0, 0,1, , 1; , ; .i i N

T t
h i N t T N

h
ϑ ϑ ϑ ϑ+

−
= + = … − = = =

Более общий случай переменного шага, задающего разбиение отрезка 0[ , ]t T ,  
также может быть рассмотрен. При численном решении формируется дискретная 
аппроксимация случайного процесса ( )X ⋅  в узлах сетки { }iϑ . Обозначим ее { }iX : 

( )i iX Xϑ ≈ .
Для численных методов ключевым является то, в каком смысле понима-

ется сходимость и каким является порядок сходимости. Будем говорить, что 
численный метод имеет порядок среднеквадратической сходимости p, если 

2

{1

1/2

, , }
max E| ,)(( ) | p

i ii N
X X Chϑ

∈ …
−   и численный метод имеет порядок сильной сходи-

мости p , если 
{1, , }
max E ( ) ,| | p

i ii N
X X Chϑ

∈ …
−   где E  означает математическое ожида-

ние, 0C >  – константа, не зависящая от величины h , и 0h → . Отметим, что второе 
неравенство следует из первого. Это можно показать с помощью неравенств Йенсена 
или Коши–Буняковского [2].

Для построения численного метода с порядком среднеквадратической или силь-
ной сходимости p  достаточно оставить в правых частях формул (7) и (9) слагаемые, 
подчеркнутые 2r p=  раз (при нечетных r  старший член разложения, не содержа-
щий ПСИ, нужно брать из формулы (9)). Например, из разложения (9) получаем сле-
дующие явные разностные схемы для численного решения СДУ Ито (2):
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и аналогично для СДУ Стратоновича (1):

1 1 2

1 1 2
1 1 2

1

1 1 2
1 1 2

( ) ( )S
1 * *[ , ] [ , ]

1 , 1

( ) S
1 * *[ , ] [ ,

1 , 1

1.0 : ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),

1.5 : ( , ) ( , ) ( ) ( , )

i i i i

i i i i

s s
W j W j j

i i i i j i i j j i ih h
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s s
W j
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p X X ha X X f X

p X X ha X X f X
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= =
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= =
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1 1

1 1
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1 2 3

1 2 3
1 2 3

1
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]

2
(0 ) ( 0)* S S

0 * [ , ] [ , ]
1
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* [ , ]

, , 1
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( )
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2

( , ) ( ),
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i i i i

i i

W j j
h
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W j W j

i i j i i j i ih h
j
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W j j j

j j j i i h
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i i i i j i
j
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X
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ϑ σ ϑ
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Метод с порядком сходимости 0.5 называется методом Эйлера–Маруямы, а мето-
ды с порядком 1.0 – это два варианта метода Мильштейна [15].

Отметим, что моделирование ПСИ на отрезке [ , ]hϑ ϑ +  не отличается от модели-
рования ПСИ на отрезке [0, ]h . Вообще говоря, достаточно ограничиться отрезком 
[0,1] , а величину шага h  учитывать как числовой коэффициент. Соответствие меж-
ду числовыми коэффициентами и верхними мультииндексами 1( )kj j , определяю-
щими ПСИ в разложениях (7) и (9), имеет вид

0.5 1.0
1 1 2

1.5 2.0
1 1 1 2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 3 4

: ( ), : ( ),

: (0 ), ( 0), ( ), : (0 ), ( 0 ), ( 0), ( ),

h j h j j
h j j j j j h j j j j j j j j j j

и эти числовые коэффициенты, очевидно, формируют порядок p  среднеквадратиче-
ской или сильной сходимости численного метода. Например, случайные величины 

31 2( )
[ ,

S
] ( )W j j j

hϑ ϑ+ ⋅  и 1 32( )1.5
[0,1]

S ( )W j j jh ⋅⋅   имеют одинаковые законы распределения.
Точное моделирование некоторых ПСИ Стратоновича и Ито, например, когда 

величины 1 , , kj j…  равны, не составляет проблемы. Но в общем случае их можно 
моделировать только приближенно. В частности, применяется численное интегриро-
вание и метод, основанный на разложении функций 

1
( )

kn n ⋅


  и ( )⋅  по функциям ба-
зисной системы пространства 2 ( )kL  , образованной функциями базисной системы 

0{ ( , )}iq i ∞
=⋅  пространства 2 ( )L   [3, 13–15]. При специальном выборе шага численного 

интегрирования и использовании в качестве базисной системы 0{ ( , )}iq i ∞
=⋅  функций 

Уолша или Хаара эти методы фактически идентичны [7].
В дополнение к перечисленным методам можно предложить подход, основанный 

на спектральной форме математического описания линейных стохастических систем 
управления [5]. Он базируется на ортогональных разложениях, но позволяет избе-
жать явного разложения функций 

1
( )

kn n ⋅


  и ( )⋅  для всех требуемых значений k  и 
обойтись минимальным набором так называемых спектральных характеристик, свя-
занных с операциями интегрирования и умножения. При моделировании ПСИ с по-
мощью спектральной формы математического описания для реализации численных 
методов решения СДУ на основе разложений (7) и (9) будем называть соответствую-
щие численные методы численно-спектральными методами.

3. СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОВТОРНЫХ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ

В основе предлагаемых алгоритмов моделирования лежат следующие теоремы о 
спектральном представлении ПСИ ( 1 , , kj j…  – числа из множества {1, , }s ).

Теорема  1. Пусть 1 , , s…   – спектральные характеристики белых шумов 
1 ( ), , ( )sV V⋅ … ⋅  соответственно, 1P−  – спектральная характеристика оператора инте-

грирования, A  – спектральная характеристика оператора умножения на функцию 
1 0( )f t t t= − , V  – спектральная характеристика множительного звена. Спектральные 

характеристики 1P− , A  и V  определены относительно базисной системы 0{ ( , )}iq i ∞
=⋅  
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пространства 2 ( )L  . Тогда ПСИ Стратоновича (5) представляется с помощью соот-
ношений

1

1

1

1( )S
1

1

T

1
1 1

( ) ,

( ) , 2, , 1, ,

k

k

l

k

k

l
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l l
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V l PAP Ak
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−

− −
−

⋅ =

= = … − =

   
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или в явном виде

1 2

1
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21
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( )S 1 1 1T( ) ( ) ( ) .k k

k kk

kW j j n n n n
jn jn j jP V PA A A AV P−

−

… − − −⋅ = …
     

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и, кроме того, 1  – это спектраль-
ная характеристика функции ( ) 1f t ≡ , определенная относительно базисной системы 

0{ ( , )}iq i ∞
=⋅  пространства 2 ( )L  . Тогда ПСИ Ито (6) представляется с помощью соот-

ношений

1

1

1 1

1

1

1 1
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2 1

1 1 1
2 1 0 1
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2
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где 
1l lj jδ

−
 – символ Кронекера, 2, , .l k= …

Эти теоремы доказаны в статье [6], а в частном случае 1 0knn = = =  – в работах 
[16, 17]. Все используемые в них обозначения подробно описаны в монографии [5].

Для самого простого варианта 1 0knn = = =  получаются следующие спектраль-
ные представления ПСИ Стратоновича (вместо формул (10) и (11)):

1

1

( )S T 1 1
1 1 1( ) , ( ) , 2, , 1, ,k

k l

W j j
j k l j l jP V l k P… − −

− −⋅ = = = … − =        

или в явном виде
1

1 2 1

( )S 1 1T 1( ) ( ) ( ) ,k

k k

W j j
j j j jP V P V P

−

… − − −⋅ = …     

и спектральные представления ПСИ Ито (вместо формул (12)):

1

1

1 1

( )I T T
2 1

1 1 1
2 1 0 1

1( ) ,
2

1 ( ) , 2, , 1, , .
2

k

k k k

l l l

W j j
j j k j k

l j j l j l jP P V l k P

δ

δ

−

−

…
− −

− − −
− −

⋅ = − +

= − + = … − = =

1

1

    

      

Основу приведенных выражений составляет спектральная форма математическо-
го описания систем управления. Фактически, любой ПСИ рассматривается как сече-
ние выходного сигнала полилинейной системы управления в момент времени T  (при 
условии 0[ , ]t T= , но можно рассматривать и отрезок [ , ]hϑ ϑ + ). Входными сигна-
лами для нее выступают гауссовские белые шумы 1 ( ), , ( )sV V⋅ … ⋅ , соответствующие 
винеровским процессам 1 ( ), , ( )sW W⋅ … ⋅ , относительно которых определен ПСИ. Сама 
система управления образована последовательными соединениями усилительных, 

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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интегрирующих и множительных звеньев, каждому из них ставится в соответствие 
спектральная характеристика (двумерная или трехмерная нестационарная передаточ-
ная функция). Используемый математический аппарат предполагает, что операции 
дифференцирования и интегрирования понимаются в обычном смысле, поэтому наи-
более просто спектральная форма математического описания адаптируется к пред-
ставлению ПСИ Стратоновича. Для представления ПСИ Ито сначала проводится 
преобразование к форме Стратоновича, что добавляет системе управления дополни-
тельные параллельные соединения.

Используя в качестве некоторых входных сигналов функцию ( ) 1f t ≡ , пред-
ложенный подход обеспечивает спектральное представление ПСИ смешанного 
типа с корректировкой формул для ПСИ Ито, а именно с заменой величин 

1l lj jδ
−

 
на 

1 1

*
0(1 )

l l l l lj j j j jδ δ δ
− −

= − , 2, ,l k= … . Формулы для ПСИ Стратоновича остаются 
без изменений. Такой подход расширяет множество, которому принадлежат числа 

1 , , kj j… , до {0,1, , }s .
Более того, задавая входные сигналы базисными функциями из множества 

0{ ( , )}iq i ∞
=⋅ , можно получить элементы разложения функций 

1
( )

kn n ⋅


  и ( )⋅
 
по ба-

зисным функциям, т.е. фактически характеристику системы управления в спек-
тральной форме математического описания. Спектральная характеристика функции 

( )f ⋅  встречалась выше, ее обозначение 1 , а спектральная характеристика базисной 
функции ( , )q i ⋅  – это столбец бесконечной единичной матрицы с номером i , его 
обозначение iE . Таким образом, формулы (10)–(15) довольно универсальны и могут 
применяться для моделирования всех ПСИ, необходимых для реализации числен-
ных методов решения СДУ, а также для вычисления коэффициентов разложения 
функций 

1
( )

kn n ⋅


  и ( )⋅ . Последние требуются для реализации метода, подробно 
описанного в работах [3, 13, 14].

Немаловажно, что базисная система 0{ ( , )}iq i ∞
=⋅  пространства 2 ( )L   может быть 

достаточно произвольной (ограничения связаны с определением спектральной ха-
рактеристики V ). Для нахождения спектральной характеристики 1P−  оператора 
интегрирования (двумерной нестационарной передаточной функции интегрирую-
щего звена), спектральной характеристики A  оператора умножения на функцию 

1 ( )f ⋅  (двумерной нестационарной передаточной функции усилительного звена), 
спектральной характеристики V  множительного звена (трехмерной нестационар-
ной передаточной функции множительного звена), а также спектральной характе-
ристики 1  функции ( )f ⋅  достаточно применять существующее алгоритмическое 
обеспечение спектрального метода, которое разрабатывалось на протяжении более 
пятидесяти лет [9–11].

Вообще говоря, теоремы 1 и 2 дают точное представление ПСИ Стратоновича и 
Ито, но эти представления содержат бесконечные матрицы-столбцы, плоские и про-
странственные матрицы. При непосредственном моделировании ПСИ предполагает-
ся, что все спектральные характеристики, которые фигурируют в формулировках те-
орем 1 и 2, являются усеченными до некоторого выбранного порядка L . Это означа-
ет, что 1 , , s…   – L -мерные случайные векторы, компоненты которых независимы 
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в совокупности и имеют стандартное нормальное распределение, 1  – L-мерный век-
тор, 1P−  и A  – квадратные матрицы L L× , V  – пространственная матрица L L L× × .  
При таком подходе осуществляется приближенное моделирование.

Формулы для нахождения указанных выше спектральных характеристик здесь не 
приводятся, поскольку они неоднократно публиковались и в научных статьях, и в 
монографиях, и в учебных пособиях [5, 9–11]. Однако в следующем разделе при-
ведены программы нахождения их усеченных вариантов при выборе базисной си-
стемы косинусоид, которая зарекомендовала себя, как наиболее перспективная (для 
большей части ПСИ она обеспечивает минимальную среднеквадратическую ошибку 
аппроксимации в сравнении с другими базисным системами: полиномами Лежандра, 
функциями Уолша или Хаара, тригонометрическими функциями) [8].

4. АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ  
ЧИСЛЕННО-СПЕКТРАЛЬНЫХ МЕТОДОВ

Сосредоточим внимание на моделировании ПСИ согласно теоремам 1 и 2 для ре-
ализации численно-спектральных методов решения СДУ (методов моделирования 
траекторий стохастических динамических систем). Ниже приведены соответствую-
щие программы для системы компьютерной математики Mathcad.

Рис. 1–3 содержат программы моделирования ПСИ Стратоновича. Для программ 
ssi2(Υ,J), ssi3(Υ,J), ssi4(Υ,J) (см. рис. 1) используются следующие параметры: Υ – 
набор реализаций спектральных характеристик независимых гауссовских белых шу-
мов, а также векторный параметр J – мультииндекс 1( )kj j…  с номерами винеров-
ских процессов, относительно которых определены ПСИ. Они соответствуют функ-
ции ( )⋅ .

Рис. 1. Моделирование ПСИ Стратоновича 1( )S ( )kW j j… ⋅   кратности 2, 3, 4k =

Идентификаторы программ, которые приведены на рис. 2, содержат постфикс n 
и дополнительный векторный параметр n с показателями степеней 1 , , kn n…  (в про-
грамме принята нумерация индексов с нуля) – это программы ssi2n(Υ,J,n), ssi3n(Υ,J,n), 
ssi4n(Υ,J,n). Они соответствуют функции 

1
( )

kn n… ⋅ .

Рис. 2. Моделирование ПСИ Стратоновича 1

1

( )S ( )k

kn n
W j j… ⋅

   кратности 2, 3, 4k =
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Программы ssi(Υ,J) и ssin(Υ,J,n) подходят для произвольной кратности (см.  
рис. 3), кратность определяется как размер передаваемых векторных параметров.

Рис. 3. Моделирование ПСИ Стратоновича 1( )S ( )kW j j… ⋅   и  
1

1

( )S ( )k

kn n
W j j… ⋅

  произвольной кратности

Далее на рис. 4–6 показаны программы моделирования ПСИ Ито, они имеют те 
же параметры, а их идентификаторы отличаются одной буквой: isi2(Υ,J), isi3(Υ,J), 
isi4(Υ,J), isi(Υ,J), isi2n(Υ,J,n), isi3n(Υ,J,n), isi4n(Υ,J,n) и isin(Υ,J,n).

Рис. 4. Моделирование ПСИ Ито 1( )I ( )kW j j… ⋅   кратности 2, 3, 4k =

Рис. 5. Моделирование ПСИ Ито 1

1

( )I ( )k

kn n
W j j… ⋅

   кратности 2, 3, 4k =  
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Рис. 6. Моделирование ПСИ Ито 1( )I ( )kW j j… ⋅   и 
1

1

( )I ( )k

kn n
W j j… ⋅

   произвольной кратности

Для моделирования ПСИ Стратоновича и Ито должны быть предварительно зада-
ны величины 0t  и T  (достаточно выбрать базисную систему 0{ ( , )}iq i ∞

=⋅  пространства 
2 ([0,1])L , т.е. 0 0t =  и 1T = ) и L  (порядок усечения спектральных характеристик), 

а также вычислены:
I   – 	усеченная спектральная характеристика 1P−  оператора интегрирования (про-

грамма spI(L), рис. 7),
A – 	усеченная спектральная характеристика A  оператора умножения на функцию 

1 ( )f ⋅  (для интегралов, соответствующих функции ( )⋅ , она не требуется; про-
грамма spAt1(L), рис. 7),

V – 	усеченная спектральная характеристика V  множительного звена (только при 
2k > ; программа spV(L), рис. 8),

F1 –	 усеченная спектральная характеристика 1  функции ( )f ⋅  (для моделирования 
ПСИ Ито или любых ПСИ смешанного типа; программа spF1(L), рис. 9).

Дополнительно требуется программа моделирования усеченных спектральных 
характеристик 1 , , s…   гауссовских белых шумов. Так как они не зависят от вы-
бора базисной системы и представляют собой случайные векторы с независимыми 
компонентами, имеющими стандартное нормальное распределение, для реализации 
достаточно использовать встроенную функцию Mathcad (программы spGWN(L) 
и spGWNs(L,s), где параметр s – размер векторного винеровского процесса ( )W ⋅ ,  
рис. 10).
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Рис. 7. Формирование плоских матриц P–1 и A

Рис. 8. Формирование пространственной матрицы V и вспомогательная программа 
умножения пространственной матрицы на матрицу-столбец

Рис. 9. Формирование матрицы-столбца 1

Рис. 10. Формирование реализаций случайных матриц-столбцов 1 , , s… 
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